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Anwendung der Methode der Finiten Elemente zur Analyse
dreidimensionaler Modelle der Kontinuumsmechanik

Johannes Altenbach und Udo Fischer

Im Rahmen des zentralen Planes der Grundlagenforschung der DDR werden im Wissenschaftsbereich F estlfb'rpermechanik der Te;ci'mi-
schen Hochschule Magdeburg Forschungsarbeiten zur Lésung von Aufgaben der Festkérpermechanik mit Htlf(i der Methode der F initen
Elemente (FEM) durchgefiihrt. Zur effektiven Lésung von Aufgaben, die durch dreidimensionale Modelle reprisentiert werden, wird ein

FEM-Programmsystem COSAR fiir die EDVA ES 1040 entwickelt.

Der vorliegende Beitrag informiert iiber die wichtigsten dabei angewandten Theoreme und L{)‘sungfmethoden sowie iiber die zur .Z?it
vorliegenden Erfahrungen und Einsatzgrenzen. Die Darstellungen stiitzen sich auf die von den Mitarbeitern der Forschungsgruppe s, Finite

Elemente” erzielten Ergebnisse.

0. Einleitung

Die analytischen Berechnungsverfahren zur Bestimmung
des Spannungs- und Verformungsfeldes in deformier-
baren festen Korpern erfordern im allgemeinen weit-
gehende Vereinfachungen der konstitutiven Gleichun-
gen; aber auch fiir die lineare Elastizititstheorie konnten
fir dreidimensionale Aufgaben keine geschlossenen
Lésungen fiir allgemeine Geometrie und Belastung gefun-
den werden. Bis zum Aufkommen der Finite-Element-
Methode (FEM) bildete nur das Differenzenverfahren
einen geniigend allgemeinen Ausgangspunkt, um reale
dreidimensionale Modelle numerisch untersuchen zu
konnen. Der grofie Aufwand fiir die Losung dreidimen-
sionaler Modelle sowie das Fehlen nutzerfreundlicher
Programmsysteme haben die allgemeine Anwendung
dieses Verfahrens erschwert.

Ein entscheidender Fortschritt wurde durch die Ent-
wicklung der FEM erreicht. Bei der FEM wird das Kon-
tinuum durch ein Modell ersetzt, das aus einer begrenz-
ten Anzahl endlicher Elemente mit einfacher Geometrie
besteht. Die Berechnung erfolgt, wenn méglich, auf der
Grundlage einer Variationsformulierung. Besonders
bewihrt haben sich elementweise Ansatzfunktionen fiir
die Verschiebungen (kompatible Verschiebungselemen-
te), fiir die Verschiebungen und die Spannungen (ge-
mischte Elemente) und hybride Elemente mit unabhin-
gigen Ansatzfunktionen im Elementinnern und auf dem
Elementrand.

Die FEM hat international zu einer stiirmischen Entwick-
lung von Programmen und Programmsystemen zur
Losung von Aufgaben der Festkorpermechanik, der
Stromungsmechanik und zunehmend auch weiterer
angewandter Ingenieuraufgaben gefilhrt. Die bei der
Anwendung dieser Programme gewonnenen Erfahrungen
zeigen, daf auch sogenannte universelle FEM-Programm-
systeme problembezogen entwickelt werden miissen, um
eine hohe Effektivitit zu erreichen. Im folgenden
werden ausgewihlte theoretische Grundlagen und
Losungsmethoden des FEM-Programmsystems COSAR
beschrieben, das zur effektiven Berechnung dreidimen-

sionaler Modelle der Kontinuumsmechanik entwickelt
wird.

1. Zur Konzeption des Systems COSAR

Ohne vollstindig sein zu kdnnen, sollen im folgenden
einige Aspekte der COSAR-Konzeption vorgestellt
werden:

1.1. Elemente und Approximationsansitze

Das Grundmodell der im COSAR-Programmsystem ver-
wendeten finiten Elemente ist das isoparametrische
20-Knoten-Element mit 60 Freiheitsgraden (Bild 1). Bei
diesem Element werden sowohl die Geometrie des unver-
formten Elementes als auch die Verformungen durch
den gleichen Satz von Koordinatenfunktionen ®y
beschrieben:
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Bild 1
Isoparametrisches Hexaederelement mit 20 Knoten
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Hierin bilden &, &, £g ein krummliniges Koordinaten-
system, x; und u; sind die 3 Orts- bzw. Verschiebungs-
koordinaten in einem kartesischen Koordinatensystem,
und xjx und ujk stellen deren Werte an den 20 Knoten
des Elementes dar. Die Funktionen @y werden durch
algebraische Polynome gebildet, die bis zum 2. Grad voll-
stindig sind. Auf die Beschreibung weiterer Eigen-
schaften muB hier verzichtet werden [1], [2].

Da COSAR im Hinblick auf die Berechnung dreidimen-
sionaler Modelle konzipiert ist, enthilt der Standard-
elementkatalog eine leistungsfihige Gruppe raumlicher
finiter Elemente, die aus dem Hexaederelement nach
dem ,,Degenerationsprinzip” abgeleitet werden konnen
[3], [4]- Besondere Bedeutung fiir die Strukturierung
dreidimensionaler Modelle haben aufier dem Hexaeder-
element das 18-Knoten-Anvilelement, das 15-Knoten-
Pentaederelement, das 13-Knoten-Wedgeelement, das
12-Knoten-Chiselelement und das 10-Knoten-Tetraeder-
element [10]. Die COSAR-Element-Konzeption gestattet
prinzipiell die Verarbeitung von Elementen mit belie-
biger Knotenzahl und beliebigen Knotenfreiheitsgraden.
Der Anschluf problembezogener Elementkataloge unter
Beriicksichtigung spezieller Geometrien, z. B. axialsym-
metrischer und ebener Modelle, oder spezieller Anwen-
dercharakteristika wie Torsion, Bruchmechanik, Ther-
moelastizitit u. a. m., ist somit nach Bedarf méglich und
erhoht entscheidend die Effektivitiit der Berechnung.

Die Elemente des Standardkataloges und der problem-
orientierten Elementkataloge fiir Aufgabenklassen der
Festkorpermechanik wurden zuniichst auf der Grundlage
der Verschiebungsgrofenmethode konzipiert. Es wurden
jedoch auch schon erfolgreiche Untersuchungen zur
Nutzung von COSAR-kompatiblen hybriden Elementen
angestellt [5], [21]. Ziel solcher Untersuchungen ist die
Erweiterung der Elementkataloge durch Sonder-
elemente. Besonderes Interesse verdienen die Arbeiten
zur Entwicklung von Elementkatalogen fiir Sonder-
elemente mit Ausschnitten, Randkerben oder Rifkonfi-
gurationen [21], [35], [36]

1.2. Substruktur-Superelement-Technik

Die effektive Berechnung dreidimensionaler Modelle der
Kontinuumsmechanik ist ohne die Anwendung der
Substruktur-Superelement-Technik nicht méglich. In
COSAR wird ein mehrstufiges Substrukturkonzept reali-
siert. Substrukturen sind Teile der Gesamtstruktur, die
selbst wieder aus finiten Elementen zusammengesetzt
sind und zu anderen Substrukturen oder Elementen nur
iiber ,,externe Knoten” Kontakt haben. Substrukturen
werden durch Elimination ihrer ,lokalen Knoten” zu
Superelementen, die stindig oder temporir in Element-
katalogen zusammengefafit werden konnen.

Die  Realisierung des  Substruktur-Superelement-
Konzepts in COSAR erfolgt mit dem in [14] beschrie-
benen Algorithmus.

1.3. Datenverwaltung

Die bei der Losung von Problemen der Ingenieurpraxis
auftretenden Datenmengen sind nur in Ausnahmefillen
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im Operationsspeicher der EDVA ES 1040 unterzu-
bringen. Im allgemeinen wird der Speicherumfang einer
,,Partition” von 200 kByte weit iiberschritten, zumal es
sich als zweckmifig und notwendig erwiesen hat, alle
rellen Zahlen durch Verinderliche doppelter Genauigkeit
(REAL#8) auszudriicken. Nach dem COSAR-Konzept
werden deshalb alle groBeren Datenfelder (Matrizen und
Spaltenvektoren) in Blocksegmente unterteilt und extern
gespeichert. Alle Matrizenoperationen werden block-
weise ausgefiihrt, wobei nur die fiir die jeweilige Teil-
operation benétigten Submatrizen in den Operativ-
speicher geholt werden miissen.

Selbstverstindlich werden Bandstruktur und Symmetrie-
eigenschaften der verwendeten Matrizen ausgenutzt. Alle
Externspeicheroperationen und die Verwaltung des
Operationsspeicherplatzes werden durch das Teilsystem
FEDAM wirksam unterstiitzt [6].

1.4. Service-Programme

Zur Gewihrleistung einer méglichst groBen Leistungs-
fahigkeit und Nutzerfreundlichkeit wurde bei COSAR
besonderer Wert auf die Entwicklung leistungsfihiger
Routinen fiir die Datengenerierung, Datenkontrolle und
die Ergebnisauswertung gelegt. Die erste Version des
Programmsystems enthilt z. B.

— Programme zur rechnergeschiitzten Vernetzung und
Koordinatenerzeugung fiir Standardbauteile bzw.
Standardsubstrukturen;

— Programme zur iibersichtlichen Aufbereitung der
Primirergebnisse, das sind die Verschiebungen und
Spannungen in den Knotenpunkten der Gesamt- oder
Teilstruktur, zu den vom Nutzer geforderten Sekun-
dérergebnissen.

Zur grafischen Kontrolle der generierten Daten und der
Darstellung der Primir- oder Sekundirergebnisse wurde
ein Hauptprozessor FEGRAF entwickelt. FEGRAF kann
auch als selbstindiges Programmsystem arbeiten [7], [8].
Bild 2 zeigt schematisch die Anpassungsméglichkeit
eines beliebigen FEM-Programms an FEGRAF, Bild 3
die modulare Gliederung von FEGRAF.

2. Verwendete Variationsprinzipe und davon ab-
geleitete Grundgleichungen

Das d’Alembertsche Prinzip in der Lagrangeschen Fas-

sung,

[ (df — dmii) 6u = 0 @)
v)

worin df die am infinitesimalen Element wirkende resul-
tierende Kraft ist, u das Verschiebungsvektorfeld und
dm die Masse des Elementes, lift fiir kleine Verfor-
mungen folgende Darstellung zu (Hamiltonsches Prinzip)
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Hierin bezeichnen:

o die Dichte

0  den Spannungstensor
€ den Verzerrungstensor
_f.v die eingeprigten Volumenkrifte

fo  die eingeprigte Oberflichenkraft

V  das Volumen

O die Oberfliche

O¢  der Teil der Oberfliche mit eingeprigten

Kriften.
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Bild 2
Schematische Darstellung der Anpassung eines FEM-Programms
an das Programmsystem FEGRAF

Fiir statische Aufgaben reduziert sich das Hamiltonsche
Prinzip auf das Prinzip vom Minimum des elastischen
Potentials. Die Einfiihrung eines Spaltenvektors q und
eines Tensors G der Approximationsfunktionen lift die
Darstellung

u=G-q
zu. Die Elemente von q sind die bisher mit Doppel-
indizes geschriebenen Knotenverschiebungen uji. Der

Tensor D vermittelt den Zusammenhang zwischen den
Verschiebungsfunktionen und dem Verzerrungstensor:

€=Du=DGq
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Bild 3
Modulare Gliederung des Programmsystems FEGRAF

Fiir linear elastisches Materialverhalten gilt weiter
9=E-e

mit dem HOOKEschen Tensor E.

Die so eingefiihrten Beziehungen erlauben es, Gl (3) in
der Form

Aq+Cq=1(q, 4, 1) ©)
zu schreiben. Hierbei ermittelt sich die Massenmatrix A
aus

A= GTGpav (5)
(V)

die Steifigkeitsmatrix C aus

C = [ (DG)T -+ E-- DG4V (6)
(V)

und der Vektor der dufieren Krifte aus

£ = f 6Tty av + f 6, dO. )
(V) (0p)

Der Eigenschaft der in G enthaltenen Approximations-
funktionen, nur innerhalb jeweils eines finiten Elementes
ungleich Null zu sein, entsprechend, werden die in den
Gln. (5) bis (7) enthaltenen Integrationen elementweise
mit sich (in bezug auf das krummlinige lokale Koordi-
natensystem £1, £2, £3) wiederholenden Ansatzfunk-
tionen durchgefiihrt. Die Integration wird gewdhnlich
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eines vielseitig einsetzbaren Programmsystems vertretbar.
Bild 4 gibt einen Uberblick iiber die problemorientierten
Zweige von COSAR, die z. Zt. bearbeitet werden. Der
Stand der Bearbeitung ist unterschiedlich und durchliuft
im allgemeinen die Etappen:

theoretische Voruntersuchungen,

Testprogramme,

einsatzfahige Spezialprogramme

COSAR-Konzeption,

Programmierung, Testung und Koppelung der
COSAR-Prozessoren,

Einfahren des Programmzweiges.

Die folgenden Ausfihrungen beschrinken sich auf
lineare statische Probleme, lineare dynamische Probleme
und Probleme der linear-elastischen Bruchmechanik.

Einen ausfithrlichen Uberblick iiber den Bearbeitungs-
stand der nichtlinearen Probleme gibt [11], Hinweise zu

e v e vas amaseswu

o S

f= /GTdeV+[Gf0 0+) 6, g,
V) () k

und der Steifigkeitsmatrix (10)

= f(DG)T--E--DGdV.
V)

Typisch fiir dreidimensionale Probleme sind lineare
Gleichungssysteme mit mehreren tausend Unbekannten
und symmetrischen Matrizen C mit grober Bandweite.

Fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme wird in
COSAR ein Block-Cholesky-Algorithmus verwendet, der
optimal mit dem Datenverwaltungssystem FEDAM
zusammenarbeitet [6], [10] und [14].

Die Spannungsberechnung fiihrt auch bei Verwendung
kompatibler Verschiebungselemente auf Probleme, die
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