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Das Deformationsgesetz in Rechenprogrammen fiir
Bauteile aus inelastischem Material

Helge Bergander

Durch Verallgemeinerung des formalen Aufbaus von Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen entsteht ein Deformationsgesetz, das noch
speziell genug ist, um in EDV-Programme eingebaut werden zu konnen. Es ist linear in den Zuwiichsen von Spannung, Verzerrung und

internen Variablen. Alle bekannt:
bestimmten Approximationen ein.

1. Einleitung

Die Losungsméglichkeiten fiir komplizierte Berechnungs-
probleme sind mit dem umfassenden Einsatz von
Rechenautomaten enorm gewachsen. In der Festkorper-
mechanik wurden in den letzten Jahrzehnten besonders
die Berechnungen von elastischen Bauteilen so ent-
wickelt, da komplizierte Geometrien der Bauteile unter
Beriicksichtigung beliebiger Formen der Riinder, belie-
bige Lagerungen und komplizierte Lasteinleitungen
numerisch beherrscht werden. Die strengeren Forde-
rungen nach hoher Sicherheit bei hoher Materialaus-
lastung sowie die Moglichkeiten, die numerische Algo-
rithmen einer Erweiterung des Modells stets bieten,
fiihrten zum Ausbau dieser Programme auch fiir nicht-
elastische Probleme.

Da insbesondere die Forderung nach hoher Anwender-
freundlichkeit der Programme die Entwicklung heute
immer teurer werden lifit, steht zur Zeit eine Frage sehr
dringlich. Dies ist die Frage nach der Moglichkeit, die
Vielfalt des Materialverhaltens ebenso variabel in
allgemeinen Programmen erfassen zu kénnen, wie das
heute schon auf Geometrie, Randbedingungen und
Belastungen zutrifft.

Eine derartige Méglichkeit besteht, da alle inelastischen
Probleme mathematisch auf einem einheitlichen
Algorithmus beruhen, der durch den physikalischen Vor-
gang bedingt ist. Es handelt sich stéts um Anfangs-Rand-
wertproblemel). Alle Algorithmen, die auf reine Rand-
wertprobleme fiihren, gehoren zur Klasse der elastischen
Aufgaben. Das gilt auch dann, wenn sie auf physikalisch
inelastische Werkstoffe angewendet werden (z. B. finite
Plastizititsgesetze,  Zeitverfestigung beim  Metall-
kriechen). In diesen Fillen handelt es sich lediglich um
Naherungen fiir das Anfangs-Randwertproblem mit
begrenztem Anwendungsgebiet.

Da aufierdem auch nichtlineare (elastische) Randwert-
probleme als Anfangs-Randwertproblem lsbar sind
(z.B. in der FEM mit der Methode der tangentialen
Steifigkeit), lassen sich alle inelastischen und nicht-

1) Es gibt hier nur eine — allerdings praktisch sehr bedeutsame —
Ausnahme: die Traglastbestimmung einer Konstruktion aus
plastischem Material.

Deformationsgesetze fiigen sich entweder unmittelbar nach gewissen Umformungen oder nach

linearen Berechnungsaufgaben einheitlich als Anfangs-
Randwertproblem untersuchen.

Bei Vernachlissigung der Trigheitskrifte (sogenannte
quasistatische Probleme) resultiert das Anfangswert-
problem allein aus den Beziehungen zwischen Span-
nungen und Verzerrungen, dem Deformationsgesetz. Das
Deformationsgesetz ist ein Gesetz aus der Klasse der
Stoffgesetze; daher soll letzterer Begriff, der hiufig fiir
den Spannungs-Verzerrungs-Zusammenhang gebraucht
wird, hier wegen seiner allgemeineren Bedeutung ver-
mieden werden.

Fir die aufgeworfene Frage ist es von entscheidender
Bedeutung, ob es gelingt, die Vielfalt von Deformations-
gesetzen, die in der Literatur zu finden ist und ein
Abbild der eingesetzten Konstruktionswerkstoffe dar-
stellt, in eine allgemeine Form zu bringen. Diese allge-
meine Form mufi einerseits so speziell sein, daB sie
programmierfihig ist, andererseits so allgemein, dak vor-
gegebene Deformationsgesetze stets in diese Form
gebracht werden kénnen.

Eine solche Form als Standard fiir beliebiges inelastisches
Material lift sich finden. Sie wurde in mehreren
Arbeiten des Autors vorgestellt und diskutiert, so fiir alle
Materialtypen am Beispiel des ebenen Hauptspannungs-
zustandes [1], im Bezug auf die FEM [2], [3], fiir die
Viskoelastizitit [4] und fiir komplizierte Verfestigungs-
hypothesen der Plastizititstheorie [5]. Hier soll eine
kurze zusammenfassende Ubersicht gegeben werden.

2. Standardformulierung  eines
Deformationsgesetzes

allgemeinen

Als Variable des Deformationsgesetzes werden g, €, h
und T als Funktionen der Zeitt eingefithrt. Die Vek-
toren g und € enthalten nur die Komponenten des
Spannungs- und Verzerrungstensors, die beim konkreten
Feldproblem einen Beitrag zur mechanischen Leistung
pro Volumeneinheit W liefern. Die Leistung definiert
auch iiber

W=d'g ¢ @
die Zuordnung beider Vektoren. Werden aus Griinden
der Umformung des Deformationsgesetzes oder durch

das Feldproblem Komponenten des Spannungs- bzw.
Verzerrungstensors benotigt, die nicht identisch ver-
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schwinden, aber keinen Beitrag zu W liefern kénnen, so
werden diese Komponenten in h eingegliedert. Der Vek-
tor h enthilt simtliche interne Variable des Deforma-
tionsgesetzes, die alle dadurch ausgezeichnet sind, daf
sie nicht in die raumbezogenen Differentialgleichungen
des Feldes eingehen. T ist das Temperaturfeld, das in der
Regel als Differenz zu einem Bezugszustand angegeben
wird.

Im Zusammenhang mit Bauteilberechnungen soll voraus-
gesetzt werden, daf die Verzerrungen klein sind sowie
dab das Temperaturfeld bekannt ist und nicht von Dissi-
pationsvorgingen wesentlich beeinfluft wird.
Die Standardformulierung lautet [1], [2], [3]:

€= +byT+b @1
h=Aj+epT+e. (2.2)

Die Matrizen J, A und die Vektoren b, c, bT und cp
charakterisieren das konkrete Materialverhalten und
héingen im allgemeinen (nichtlinearen) Fall von g, €, h
und T ab. Im praktisch sehr selten vorkommenden
Sonderfall der Alterung (d. h. von Belastung und Tempe-
ratur unabhingiger Anderungen der Materialeigen-
schaften mit der Zeit) kénnen sie auch von t abhingen.
Der Punkt bedeutet die Ableitung nach t.

Die Matrizen A und ] sind den skleronomen (zeitunab-
hiingigen) Materialeigenschaften zugeordnet. Die Vek-
toren b und c sind fiir das zeitabhingige Verhalten ver-
antwortlich, sie verschwinden daher fiir elastisches oder
elastoplastisches Material. Die Vektoren by und cp
treten nur bei zeitlich verinderlichem Temperaturfeld
auf und resultieren aus der Temperaturdehnung und dem
Temperatureinflufs auf das skleronome Material.

Die Gleichung (2) wird fiir Berechnungsprobleme hiufig
in inverser Form benétigt

a=1'e -1tby T 1l

. . 3.1

=Ce+dp T+d @)

h=AJlé ATy T+b)+e T+e
=B£.+eT'i‘+e.

(32

Kern der Inversion ist '
c=Jt. 0)

Wesentlich fiir die numerische Arbeit mit (2) bzw. (3) ist
daher die Analyse, unter welchen Bedingungen J oder C
entarten.

Formal haben (2) bzw. (3) fiir die Zuwiichse von g und €
den gleichen Aufbau wie ein Elastizititsgesetz mit einge-
pragten Anfangsspannungen oder -verzerrungen. DaG ]
und C symmetrisch und positiv (semi-) definit sind, gilt
auch im inelastischen Fall iiberwiegend, jedoch sind auch
Matrizen moglich, die von diesen Eigenschaften ab-
weichen.

Im isothermen Fall ist die Eigenschaft, daf J bzw. C
positiv semidefinit sind, abzuleiten aus der Materialan-
nahme Stabilitit nach Drucker [6].

Zum Anliegen dieser Arbeit soll nochmals betont
werden, da hier ausschlieB8lich der formale Aspekt, der
Aufbau eines programmierbaren Deformationsgesetzes,
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interessiert. Die Frfiillung der Prinzipien der rationalen
Mechanik sollen vorausgesetzt und nicht mit Hilfe von
(2) oder (3) studiert werden. Obwohl (2) bzw. (3) nach
der modernen Materialtheorie nur eine ganz spezielle
Gruppe von , rate type”-Gesetzen mit internen Zustands-
parametern darstellt, erweist sie sich als so allgemein,
dafi sich alle bisher angewandten Deformationsgesetze
einordnen lassen. Diese Aussage trifft nicht nur auf
kleine Verzerrungen zu.

3. Spezialfille

Zunichst wird der isotherme Fall vorausgesetzt.

Nichtlineare Elastizitit

In diesem Fall ist der Spannungszustand eine Funktion
des Verzerrungszustandes und umgekehrt. Diese Funk-
tion mufi ein iibergeordnetes Potential haben:

oW
o= D0 g ®)
<
= 29 4 ®)

Durch Differentiation nach t entsteht sofort die spezielle
Variante von (2) bzw. (3):

o OF p

o= 36 € CgOc )

. of .

£= —a=Jg(@g. 8
g

Infolge der bekannten Beziehungen zwischen spezifi-
scher mechanischer Arbeit W und spezifischer Ergin-
zungsarbeit U erfiillen (7) und (8) die Gleichung (4), so
daB numerisch auch alternativ CE(g_) und J E(Q berech-
net werden kénnen.

Die Matrizen J; und Cg, sind wegen (5) bzw. (6) symme-
trisch. Fiir umkehrbar eindeutige Funktionen f und g
sind sie zudem positiv definit. Es gibt nur einen prak-
tisch bedeutsamen Fall, wo Ji positiv semidefinit wird
und Cp nicht existiert. Das ist die Inkompressibilitt.
Abhilfe bringt das Streichen einer Normaldehnungs-
komponente und der zugeordneten Spannung. Die redu-
zierte Matrix ist positiv definit. Fiir die Bestimmung der
gestrichenen Komponenten miissen die Inkompressibi-
litits- und die Gleichgewichtsbedingungen genutzt
werden.

Elastoplastizitit

Wichtiges Beispiel ist die Fliefitheorie mit assoziiertem
Fliefigesetz, die dem Drucker’schen Postulat geniigt. Sie
beruht bekanntlich auf folgenden Annahmen:

Die Dehnung addiert sich aus einem elastischen und
einem plastischen Anteil:

e=ef+ e ©)

Plastisches Fliefen iritt nur auf, wenn die Flie§-
bedingung erfiillt ist

F(g, h)=0 (10}



und keine Entlastung stattfindet:
T
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Es gilt die Normalenregel:

.p_+ OF . .

= 39 ==

Die Verfestigungsparameter h, die fiir die Anderung von
GroBe, Lage und Form der FlieSbedingung verantwort-
lich sind, bestimmen sich aus

h=qX\. (13)

Wihrend (9) bis (12) den ,,klassischen” Formelsatz der
FlieGtheorie bilden, wurde (13) von Verfasser durch eine
Analyse  verschiedener  Verfestigungstheorien  fiir
isotrope, kinematische und anisotrope Verfestigung ver-
allgemeinert [5].

Wird (10) nach t differenziert, folgt fiir den plastischen
Fall

.oar T, aFrT. o .
P (5 &+ () h=gli-Vizo, a9
wobei (13) eingesetzt, die durch (12) gegebene Defi-
nition von ¢ beachtet und die Abkiirzung

oF T
V=—( *ar) q (15)

eingefiihrt wurde. Mit (11) gilt im plastischen Fall
V=0. (16)

Gleichung (14) ist Grundlage der Bestimmung des
unbekannten skalaren Faktors A, der als lineare Funk-
tion von 0 oder von ¢ angegeben werden kann. Fiir SE
wird (8) bzw. (7) eingefiihrt, wobei fiir elastisch — plasti-
sche Stoffe die Matrizen Cp und Ji in der Regel kon-
stant sind. Mit bekanntem X ergibt sich dann als kon-
krete Form fiir (2)

1 :
£=dg* VLPET)o =J(o,h) g (17.1)
1 q.
h= v qe 0 =A(g,h)o (17.2)
bzw. fiir (3)
T
CE‘P‘p CE v
g=(Cg— E==—L)é=C(gh¢ (18.1)
V+o CEcp
T
R C
h= 12 “E :oB(o, )¢ (18.2)
Vg  Cgo

Da Jp bzw. Cp symmetrisch und positiv definit sind,
sind fiir das assoziierte Flichgesetz diese verallgemei-
nerten Prandtl — Reufi — Gleichungen ebenfalls durch
symmetrische Matrizen J und C gekennzeichnet. Aufier
im Sonderfall V=0 sind sie zudem positiv definit. Im
Fall V=0, d. h., fiir ideal —plastisches Verhalten (auch

als Grenzfall) wird C positiv semidefinit und J entartet
[7]. Geht dem idealplastischen Zustand keine Verfesti-
gung voraus, so wird keine Gleichung (18.2) benétigt.

B2l %)l oé 19)

Diese Gleichung ist natiirlich nicht mehr umkehrbar.

Auch fiir andere Fille als den durch (9) bis (13) gegebe-
nen sehr allgemeinen Rahmen entsteht die Standardform
durch ganz dhnliche Umformungen. In [1] gibt es ein
Beispiel fiir eine Anzahl verschiedener kinematisch ver-
schieblicher FlieBflichen. Der Rahmen positiv definiter
symmetrischer C — Matrizen wird dabei nicht verlassen.
Dies geschieht erst fiir nichtassoziierte FlieBgesetze, die
in der Bodenmechanik fiir die plastische Volumen-
inderung Anwendung finden (z. B. [8]). Es bleibt zwar
die Standardform erhalten, aber man muf auf Algo-
rithmen verzichten, die bewuft die genannten Eigen-
schaften von C bzw. J nutzen.

Die Dimension des Vektors h wird eindeutig durch die
Normalform des Verfestigungsgesetzes (13) bestimmt.
Fiir isotrope Verfestigung enthilt er nur eine einzige
Variable. Bei kinematischer Verfestigung kommen min-
destens so viele Grofien hinzu, wie g und € enthalten,
und bei anisotroper Verfestigung und quadratischen
FlieBbedingungen mindestens die Elemente einer
symmetrischen Matrix mit der Dimension von ¢ bzw. €
zum Quadrat. Bei komplizierten Ansitzen aller Verfesti-
gungstypen steigt die Zahl der Variablen von h, die ein
Mai fiir den Integrationsaufwand des Anfangswert-
problems sind, rapid an [5].

Viskoelastizitit

Voraussetzung fiir die Anwendung der Standardform ist
hier die Approximation der allgemeinen Mehrfachinte-
graltheorie durch eine der beiden Grundtypen der Ein-
fachintegraltheorie (,,Haupttheorie” gemif [9]). In [4]
wird ausfiihrlich die Berechtigung einer solchen Approxi-
mation diskutiert. AnschlieBend miissen lediglich die
Kernfunktionen durch Exponentialreihen beschrieben
werden, Theoretisch gelingt dies mit unendlich vielen
Reihengliedern fiir jede Funktion. Da unendlich viele
Reihenglieder aber zugleich unendlich viele Variable von
h bedeuten, ist eine endliche Reihe mit méglichst wenig
Termen anzustreben. Hierzu stehen leistungsfihige
Approximationsmethoden zur Verfiigung [10].

Wird die Haupttheorie des Kriechens als beste Approxi-
mation vorausgesetzt, so lifit sie sich nach einigen
Umformungen und Zusammenfassungen in den allge-
meinen Rahmen [4]

t

(1) = f(g(¥)) + / ¢, (a(T)
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N
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eingliedern. Als Sonderfall enthilt (20) auch eine sehr
oft angewendete Spezialform

t

)
co-te®) [ Te-nogamar @
mit
t 3 "'t—
JO=Tym+ ) T,0-eT). @2)
°®  n=1

Der Integraloperator (20) (bzw. (21)) ist folgendem

Differentialoperator dquivalent:

N
ag(9) .
P ATXCEP ERCAN 23.1)
1 n=1

by =2 (£a() — by) = ¢, (0 ). (23.2)
Wil'd T
h =[h1T, hy ..., hNT] (24)
gebildet, so ist mit

)
o) =22 @)

og

N

b@ B =2,@+ ) eu(ehy) (252)
c(g, h) =[c1T, ey cNT] ! (25.3)

die Standardform erreicht. Die Zahl der Elemente von h
ist nach (24) und (23.2) gleich der Zahl der Elemente

von €, multipliziert mit der Zahl der Reihenglieder N in
(20) bzw. (22).

Viskoplastizitit

Die fiir die Berechnung wichtigsten Grundtypen visko-
plastischer Gesetze sind die Deformationsgesetze des
Metallkriechens mit Verfestigung (z. B. [11]) und die
verallgemeinerten Bingham- bzw. Prager-Hohenemser-
Beziehungen (z. B. [12]), die fiir Hochgeschwindigkeits-
umformungen von Metallen Anwendung finden. Diese
Gleichungen haben von vornherein die Grundform (2.1),
so dab sich Umformungen eriibrigen. Die Gleichungen
(2.2) haben in allen bisher angewendeten Fillen die

Besonderheit, daf A und zugeordnet by Nullmatrizen

sind. Sie werden selten konsequent zu (2.1) hinzu-
geschrieben, liegen jedoch stets vor und beschriinken sich
meist auf eine einzige Variable in h. Diese wird haupt-
sichlich durch eine akkumulierte Vergleichsdehnung
(dhnlich der isotropen skleronom — plastischen Verfesti-
gung) oder durch die Dissipationsarbeit vertreten. Einen
theoretischen Rahmen fiir den Aufbau eines groferen
Vektors h gibt Robotnow [11] S. 223, S. 298 als ,,kine-
tische Gleichungen des Kriechens” an. Diese Glei-
chungen sind ohne weiteres in die Standardform zu
bringen. Da bislang fiir eine solche Erweiterung experi-
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mentelle Untersuchungen fehlen, ist sie jedoch noch
nicht anwendunggreif.

Temperatureinflup im skleronomen Fall

In (6) wird f,-in (10) F und in (13) q eine Funktion von
T. AuBierdem tritt in (9) noch eine Wirmedehnung

T

€M=p(D = f D) dT (26)
To

als dritter Summand auf. Dann gilt

of 1 OF . )’i‘(27 1)
— —ptua .
aT Lape

. 1 .
£=(JE+7££T)2 s vy

(27.2)

Die unterstrichenen Ausdriicke verschwinden im elasti-
schen Fall. V ist weiterhin durch (15) definiert und es
gilt auch (16), da die Bedingung (11) nun

(a_) G6+—T>0 (28)

lautet (z. B. [13]). Der Vergleich von (27) mit (2) legt
by und eq fest.

Temperatureinfluf im rheonomen Fall

Dieser Einflu§ liefert zusitzlich zu (27) nur noch, dag b
und ¢ Funktionen von T sind. Die Schwierigkeit besteht
hier darin, diesen Einflufy experimentell zu erfassen. Eine
erhebliche Erleichterung, die natiirlich mit einer wesent-
lichen Einschrinkung erkauft werden muB, ist die
Annahme thermorheologisch einfachen Materials (z. B.
[14]). Sie beruht auf der phinomenologischen Idee, daf
erhohte Temperaturen Kriechprozesse schneller ablaufen
lassen und daB dies durch die Nutzung einer scheinbaren
Zeit

t
) = / ap (T(r)) dr (29)
to

in beliebigen Deformationsgesetzbeziehungen simuliert
werden kann. Von (29) werden die Beziehungen (27)
natiirlich nicht beeinflufit. Dagegen wurden die beiden
Vektoren b und ¢ einfach mit a(T) multipliziert, wenn
(2) wieder auf die wirkliche Zeit t bezogen wird.

4. Anfangs-Randwertprbbleme

Werden alle Feldgleichungen nach t differenziert, so ent-
steht mit (2.1) oder (3.1) ein lineares Randwertproblem
fiir die Zuwiichse aller FeldgréBen. Die Losung dieses
linearen Randwertproblems mit geeigneten numerischen
Methoden (als Anfangswertproblem = Ubertragungs-
matrizenverfahren, gegebenenfalls mit Separations-
ansiitzen; Differenzenverfahren; FEM) stellt die
Zuwiichse aller Feldgrofen als Funktion der Feldgrofen
zur Verfiigung. Sind diese bekannt, kénnen auch die



internen Variablen berechnet werden. Damit liegt die
klassische Formulierung eines nichtlinearen Anfangs-
wertproblems vor, das allerdings durch eine sehr grofie
Variablenzahl gekennzeichnet ist.

Werden Programme fiir diesen Algorithmus so ausgelegt,
daf die Dimension von h leicht variiert werden kann, so
ist eine Anwendung des Programmes auf verschiedene
Materialklassen moglich. Die ersten Anwendungs-
beispiele fiir den Algorithmus in der DDR (Herr-
lich 1969, Kiesewetter 1974, zitiert in [1], Hofer 1973,
zitiert in [3]) sind auf elastoplastisches bzw. viskoplasti-
sches Materialverhalten (Friedrich 1974, vgl. [1]) mit
maximal einem Element in h bezogen. Einen groferen
Vektor h verwendet zuerst (fiir isotrop — kinematische

Verfestigung) Weber 1972.

Elastisch — plastische, viskoelastische und viskoplasti-
sche Materialgesetze wurden in ein Programm zur
Berechnung symmetrisch belasteter Rotationsschalen
mit grofien Verformungen von Réhle und Ulbricht 1975
eingebaut [15]. Dieses Programm wurde infolge seiner
Universalitit fir sehr viele unterschiedliche Probleme
eingesetzt, so z. B. fiir elastoplastische Bauteile wie eine
Kugelgabel und einen Wellrohrkompensator [16], fiir
linear — viskoelastische (Kuppel aus Polystyrolschaum)
und nichtlinear viskoelastische (Rohre aus PE [17]) und
viskoplastische Konstruktionen (Transportbehilter fiir
radioaktives Material [16]). Die Allgemeinheit der
Ansitze (2) gestattet es, kiinftige Programmsysteme so
vorzubereiten, daB beliebiges Materialverhalten durch
den Einbau kleiner spezifischer Unterprogramme beriick-
sichtigt werden kann.
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