TECHNISCHE MECHANIK 1 (1980) Heft 1
Manuskripteingang: 4. 4. 1980

Die Methode des kleinen Parameters bei der Berechnung
dreischichtiger Schalen

Albert Duda

Die fiir die anisotrope dreischichtige Schale mit nichtsymmetrischer Querschnittsstruktur entwickelte allgemeine lineare Theorie wird auf
symmetrisch belastete Rotationsschalen mit rotationssymmetrischer Anisotropie und symmetrischer Querschnittsstruktur angewendet.
Ausgehend von der Tatsache, daf durch das verwendete Deformationsmodell der gebrochenen Normalen in den losenden Differential-
gleichungen und Randbedingungen ein kleiner Parameter vor den hochsten Ableitungen erscheint, wird zur Untersuchung der Rand-
storung die iterative Methode des kleinen Parameters nach Wischik/Lusternik benutzt. Es zeigt sich, daf bei dreischichtigen Schalen zwei
Typen von Randeffekten auftreten: ein Randeffekt erster Art, der sich aus der geometrischen Form der Schale erklirt und beim

bergang zur Platte verschwindet, sowie ein Randeffekt zweiter Art, der durch die Art des Querschnittsaufbaus bedingt ist und auch
bei dreischichtigen Platten vorhanden ist.

Dreischichtige Konstruktionen, die durch den zweckentsprechenden Verbund geeigneter Werkstoffe eine hohe Material-
okonomie ermoglichen, haben sich einen festen Platz in der Technik, besonders auch im Ingenieurbauwesen, erobert.

Der vorliegende Beitrag bezieht sich auf die Berechnung dreischichtiger anisotroper Schalen mit Beriicksichtigung der
Schubnachgiebigkeit der Kernschicht. Ausgehend von den aus [1] entnommenen Grundgleichungen einer allgemeinen
Theorie, die auf der Hypothese der gebrochenen Normalen beruht, werden die Grundgleichungen fiir die symmetrisch
belastete orthotrope Rotationsschale mit symmetrischer Querschnittsstruktur entwickelt. Diese Gleichungen und die
zugehorigen Randbedingungen, die sich durch Kombination von Ergebnissen aus [4] und [5] ergeben, enthalten einen
kleinen Parameter vor den héchsten Ableitungen der Losungsfunktionen. Diese Eigenschaft der Grundgleichungen wird
fiir die niherungsweise Untersuchung der Randstérung unter Anwendung des Lésungsalgorithmus nach [6] ausgenutzt.

1. Grundgleichungen einer allgemeinen Theorie

Betrachtet wird die anisotrope dreischichtige Schale mit nichtsymmetrischer Querschnittsstruktur nach Bild 1. Hier sind
h; hy die Dicken der Tragschichten, hg = 2¢ die Dicke der Kernschicht, h = hy +hg+hg die Gesamtdicke der Schale. Als
Bezugsfliche S dient die Mittelfliche der Kernschicht, mit den Flichenkoordinaten x1 x2. Die Koordinate z zihlt
positiv in Richtung der Normalen n zur Bezugsfliche. Mit rj, ri werden die kovarianten bzw. kontravarianten Basis-
vektoren der Bezugsfliche bezeichnet, wobei hier und im folgenden alle Indizes die Werte 1, 2 annehmen (mit Aus-
nahme des Schichtindex k = 1,2,3). Mit den Vektoren r; = 9r/3xi, n; = dn/dxi ergeben sich die Flichentensoren der 1.
und 2. quadratischen Form: ajj = rj ij, bjj = — r m;.

Bild 1
Zur Metrik des Schalenraumes
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Deformationsmodell der gebrochenen Normalen Innere Kriifte und Momente der Schichten

Die Lage eines beliebigen Schalenpunktes ist durch den Vektor R = r(x1, x2) + zn gegeben. Damit sind die Basis-
vektoren des Schalenraumes [2]:

Ri=ri+zni=ri—-zbijri, R3 = n.
Fiir die insgesamt diinne Schale ergeben sich wegen z by; < 1 die kovarianten Komponenten des Metrik-Tensors zu:

gij = Ri Bj~r 5 =ayj, gi3 =0, g3g3 = 1. Andererseits gilt fir den Tensor der 2. quadratischen Form einer Fliche im
Abstand z von der Bezugsfliche S:

; a
bgjz)=—Rinj = bj—zyy ~ by, wel vy = ninj=biabj y

Im nichtdeformierten Zustand der Schale wird daher mit gleichem Koeffizienten der 1. und 2. quadratischen Form fiir
alle Schichten gerechnet.

Der Berechnung wird das Modell der gebrochenen Normalen [5] zu Grunde gelegt, bei dem fiir die Tragschichten die
Hypothese von Kirchhoff/Love (Erhaltung der Normalen) und fiir die Kernschicht die Hypothese von Timoshenko
(Geradebleiben der Normalen) gilt. Dehnungen der Kernschicht in Querrichtung werden nicht beriicksichtigt. Aus Bild 2
erkennt man die folgenden Abhiingigkeiten der Verschiebungen in den Schichten:

a2y §§1,2)’ ug?’)

i =uj t zoy (1.1)

ui tco + (zFc)
Hier sind: u; die Tangentialverschiebungen der Bezugsfliche, o; die Drehwinkel der Kernschicht, 19§1 -2) die Drehwinkel
der Tragschichten, wobei die aus der Schalentheorie bekannte Beziehung
1,2 j (1,2) i aj

19§ )=—(W,i+bji‘ﬁo )s by =bga L
gilt. Dabei sind: w-die fiir alle Schichten gleiche Durchbiegung (w,; = dw/0x’) und uj(o’  die Tangentialverschiebungen
der Tragschichtmittelflichen. Als Bezugsflichen fiir die Tragschichtgréfien werden wir im folgenden die Kontaktflichen
zwischen den Tragschichten und dem Kern verwenden. Die Tangentialverschiebungen in diesen Schichten sind

12
u =

(1,2) _ (1,2)
i uo FOSh 597,

woraus mit Riicksicht auf die Diinnwandigkeit der Tragschichten folgt:
(1,2) _ jr1,2 (1,2), _ j 1.2
%7 = —wy =B [y T £05hy 57T A —(wy t By ) (1.2)

Wir untersuchen zunichst die Deformationsbeziehungen. Der durch R gekennzeichnete Schalenpunkt geht wihrend der
Deformation in die Lage R* =R + ugk) r + wn iiber, wobei ugk) die kovarianten Komponenten der Tangentialver-
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schiebungen in der k-ten Schicht und w die fiir alle Schichten als gleich angenommene Normalverschiebung sind. Die
tangentialen Deformationen und die quergerichteten Schubdeformationen ergeben sich aus den Formeln

(k) _ (k) _
2¢; = R} Ri; - R, Rj , 2€3 =RERE — R Ry (1.3)
Mit Riicksicht auf (1.1) ergibt sich hieraus fiir die Tragschichten:

1,2 - 1,2) (1,2) _
P =g ten+ @Fon D, 263 = 0 (19)
und fiir den Kern
(3) _ (3) -
€ = &k, 2¢3 =73 = -9, (1.5)

wobei 9; = —(w,; * bji uj). Die in (1.4) und (1.5) verwendeten Deformationskomponenten sind im Falle kleiner Durch-

biegungen:
_ 1 v +V )_b w - 1 v +V (1,2) _ 1 v 19(1’2)+v 0(]-’2) (1.6)
Eij"z—(i“j WY "‘ij‘?(i"j j%). K _—2_(i j i% )

Mit Riicksicht auf (1.2) schreiben wir die Komponenten des Kriimmungstensors der Tragschichten in der Form

(1,2) _ :
Ki =Ky * cty » wobei

! _ 1 @ra T h ) a7
=5 % V0, my =5 (il by ends

Vi — Operator der kovarianten Differentiation auf der Bezugsfliche S mit der Metrik 2

Aus dem Variationsprinzip von Lagrange:

3 c
511://[ Z ./"?k)aegjk)d“ f 013> '2€§§)dz]v:dxldx2_aA=

S k=1 (k) —c
) i i A A 142 5.
—‘/:/.[N‘jbeij + Huﬁuij +M(+)6xij ¢ M(_ ) c&nij ! Q(g)é*yi] v-a- dx* dx® -8A =0
S

mit den verallgemeinerten Kriiften

i i ij ij §_ fyli ij ij o _ a4l i N Y.
NY =Ny Negy # Ny BY =[Ny =Nl e Misy o MU =May # Mgy M(y =My =My (1)
und cthy - . .
i _ ij §jo_ ij § o j oo i ij
Nay f Ty ey Nig f %047 Ny f“md" Qs) f"(s}d"'
C - C- hz e —C ('!9)
c+h] —c c
ij ij §joo_ i §joo_ ij
M(l)— fo(l)(z—c)dz, M(Z)— fo(z)(z+c)dz, M(3)_f0(3)Zdz)
c —-c—h2 -

wobei die inneren Krifte und Momente in den Tragschichten auf die Kontaktflichen z = * ¢ bezogen sind (vgl. Bild 3),
erhalten wir nach Ausfiihrung der Teilintegration das folgende System der Gleichgewichtsgleichungen

TN _EQ'+y = o0,
V,Q' +by+q = 0, (1.10)
AGY —cb",\MZE)] —Qlgytmi = 0,

wobei Qi = 023) LA M?+) die Gesamtquerkraft im Schalenquerschnitt ist.
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Fiir praktische Rechnungen kann in (1.10) das unterstrichene Glied als klein im Vergleich zum Hauptmoment Hj
vernachlissigt werden. Setzt man auferdem m! = 0 (Vernachlissigung duBerer Flichenmomente), so kann anstelle von
(1.10) auch das System

VN _HQ+y =0,
i,y N g
7,vM b N+ g =0, (L.11)
e
V,;H' - Q4 = 0.

verwendet werden, wobei M” = H' + M?+) das Gesamtmoment im Schalenquerschnitt ist.

Wie man leicht feststellt, sind die ersten drei Gleichungen in (1.10) und (1.11) mit den Gleichgewichtsgleichungen der
allgemeinen Theorie diinner einschichtiger Schalen identisch, wihrend durch die beiden zusitzlichen Gleichungen
V,H' — Q{3=0, (= 1,2) die Spesifik der Sandwichschale — die Schubnachgiebigkeit der Kernschicht — beriicksich-

tigt wird.
Aus dem Lagrangeschen Variationsprinzip ergeben sich ebenfalls die den eingefiihrten verallgemeinerten Kriften
adiquaten natiirlichen Randbedingungen des Problems.

Die kontravarianten Komponenten des Spannungstensors seien mit den kovarianten Komponenten des Deformations-
tensors durch das Hookesche Gesetz verbunden (iiber den Index k nicht summieren!):

j _ pimn (k) 3 _ & 5 (3)
Ok) = A(k) €mn’®  9(3) = G(3) 2ej3 (1.12)
Hiermit ergeben sich aus (1.8) — (1.9) die physikalischen Gleichungen:

Nij - C;_.irlnn & + Cljmn + Cijmn i

mn 12 Hmn 13 mn’
ij _ ~imn ijmn ijmn
L C12 €mn * C22 Fpp * C23 Kmn> (1.13)
ij _ ~ijmn ijmn ijmn
M2+Y C13 €mn * C23 Pmn * C33 Kmn»

i _ A0 _
oy Gz 2emg g ==y,

Die kontravarianten Komponenten der verwendeten Steifigkeitstensoren sind:

jjmn ijmn ijmn ijmn jmn _ 1 2 jjmn jmn , 1 jjmn
Cn T MAay thefe) theAay . G = TR AGY thyAp) + — hyAGy'],

ijmn ijmn ijmn jjmn  _ 2 ,ijmn .2 ,ijmn
C, = s [y Ay —haAg) T, Cog = 7 halhjAG) T AR T, (1.14)
. 1 s ss s 1 o2 s

jjmn 2 ,ijmn 2 , ijjmn ijmn _ 3 ,ijmn .3, ijjmn
Cis” = 5 IhAgy —hyAp) T, Cas = 5 [mAg) +hyAp) 1.
Fiir das Gesamtmoment MY =Y+ M?;) gilt die Beziehung

ij _ djmn ijmn ijmn
M = K emn+D(1) umn+D(2) Kmn (1.15)
mit

ijjmn _ ijmn ijmn ifmn _ _ijm - . ” o

K™= Clp +Clg s Dy = Cyy +Cyy, Digy = a5 +Cas (L.16)

2. Spezialfall der dreischichtigen Rotationsschale

Fiir'die symmetrisch belastete dreischichtige Rotationsschale mit symmetrischer Querschnittsstruktur und orthotropen
Schichten (Hauptachsen der Orthotropie fallen mit den Koordinatenrichtungen s, 8 zusammen; vgl. Bild 4) ergeben sich
aus den Beziehungen der allgemeinen Theorie folgende Grundgleichungen:

48



%
/l,‘.', u}ém :
PoRycose) Rotations -
N M+, de 3 acnse
: R -
/ -
A lo_.—
> ) rmaiZ—:
o\ Lg¥ i
7] - .
; % \
- >
N
z e /)
0 N
M
Bild 4

Element der dreischichtigen Rotationsschale

¥ — Winkel der Meridiantangente mit der Rotationsachse
r — Radius des Breitenkreises (r = Rg cos &)

geometrische Gleichungen

du w

da gin ¢

6'1 :_’I;_-f'il, 62 =T(w00819——usint9), ‘11 ='E8-’ “2 = __.r_a’

@.1)

- dw Sint’ dw u
E - A SR I it it
wobei
d » . 0
r —;1%2- —(ez—el)sint?—Wcost9=0; (2.2)
Gleichgewichtsgleichungen
d . Q _
z(er)+stmﬂ+rF1 =—rX,
i(rQ)_r(_lj_l_+ .N_z.) =_.rZ, (2.3)
ds Ry R,
d , 3 -0
E(rH1)+H231n0—rQ =0,
wobei
Q= Q3+.1_. i(,M‘l‘)+M;si,..9 . (2.4)
r |ds
physikalische Gleichungen
- p) 1) (2) (2)
N, = B¢ +Byy6, N, =Bjy€ +Bya€ys My = Dyymy +Dygpty +Dyyky + Dy,
B = 22y 22+ Bk v Claky, 1) M p®, 4 p@ @5)
! 1 et e My = Dyy#y + Dyp bty *Djg kg * Vo Ky
22 22 23 23 3 3

Hy = Cipiy+Copy+CrpkyConkys Q% = Gyzhy(a+W)
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Die Steifigkeitskoeffizienten in (2.5) sind:

S S T | 2 3 22 1 2 1 2 1 3
By = Cj=hjAy+hyAr+hyAy, G =— By Ay+hyAy+ ——hyAy,
23 1 2,1, ,2,2 33 1 3.1 .3,2
Gy =7 haGyAyrhadp, G =5 (MyayrhyAy), as
(1) 22 23 (2) 23 33 Kk EX B
pV) = ¢**+c¥?, D)= CiU+CT, P W | S 2
ij ij ij ij ij ij 11 1_""]1("’]2( 22 1— 11}15

Die weiteren Beziehungen werden fiir die von Oberflichenkriften freie Schale abgeleitet. Bei Verwendung der Meissner/
Lurjeschen Funktion V (vgl. [4):
dav
rN; = —Vsind, Ny =——3 rQ = Vcosd @7
8

bleibt von den Gleichgewichtsgleichungen (2.3):

d
= M;)+ M, sind — Veosd =0, (2.8)
d . & _ il 29)
—&;-(rHl)+H2sm0—G13h3(a+W). .
Die Aufldsung der physikalischen Gleichungen fiir N, N, nach €; und €, ergibt:

1 sin ¢ dv 1 sind dv
61 = -Sz—o(Bzz V+B12 E ), 52= 60— (B12 - +B11 E—) (2.10)

wobei Qo= B, By, — (B),)*.

Die Beziehungen (2.2), (2.8) und (2.9) bilden die Ausgangsgleichungen fiir die Losung des Problems. Unter der in Ana-
logie zu [4] eingefiihrten niherungsweisen Voraussetzung

22 23

(1) (2)

Byy _ Doy - Dyy - Coo _ Cyo =
(1) (2) 22 23

B, Dy D Gy Ch

ergeben sich durch Einsetzen von €, , €, aus (2.10) in (2.2) und M;, M, , H,, H, aus (2.5) in (2.8) — (2.9) folgende Glei-
chungen:

L(V) + Bl 1 V = O 1y (2.11)
By RiERy By Ry .
(1) (2)
1) D12 1 2) D 1 1
-Dj; [L(a)— — s —— +D)7 |LW)— % Wl =——V, (2.12)
Dyy By Ry Dy RRy Ry
a+ W= L- QLW (2.13)
mit dem linearen Operator
42 sind d 2 sin? 9
S S — n ———
ds? r ds 2 (214)
und den Koeffizienten
a _ 1 2 @ _ 1 2
Div = 13 Biyh" @1%6y), Dy = By b7 (6, +0y),
1 s 8 1 0 (2.15)
2 =—B;h 51 2, =-—B;,h? 2
1 11 : 2 un* —3 _—-
12 Gyshy = Gyghg
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Hier werden die in [5] eingefiihrten dimensionslosen Parameter

0, = t§[1+2(71+72)]’ 0= 35 (n 1ty

k (2.16)
2, 2 by _ By
b= 4t t1L), Q= — M=
h By,
verwendet.
Die Gl (2 13) wird durch den Ansatz
w=U-Q,LU), —a =U+Q,L(U) 2.17)

identisch erfiillt- U(s) ist eine zu bestimmende Hilfsfunktion. Fiir die Schubdeformation der Kernschicht gilt
My =Y =atW=—(Q +2,)L (V). (2.18)

Durch Einsetzen von W und a aus (2.17) in die Gln. (2.11), (2.12) erhalten wir bei Vernachlissigung Kleiner Glieder
folgendes System zweier 16sender Differentialgleichungen fiir die Funktionen U und V:

B Q 1
_ _ 2.19)
L(Vy+ —12 =0 _— [U-9LEI, (
B; RRy, By, Ry
D U 1 A\
2 22 . (2.20)
- LLAO)+LU) - —== —— ,
0 D;; RiRy D;; Ry
wobei
2 1 @) ) _ o, @ 1
= (2, Djy — 2,057, Dy =Dyy + Dy (22%)
11

Fiir hinreichende steile Schalen kénnen in (2.19) und (2.20) die unterstrichenen Glieder gegeniiber L(U) ~ 22U u.nd
L(V)~ 22 V(A — Abklingungszahl des Randeffektes) vernachldssigt werden. Durch Elimination der Funktion V ergibt
sich in diesem Falle folgende Differentialgleichung fiir die Funktion U:

~LLL(U)+LL(U)-2?L(U)+K*U = 0 (2.22)

mit €5 aus (2.21) und

20? = al(%)z, K =(‘%> 2, A ='\/ 1?101 5 (2.23)

Zur Formulierung der Randbedingungen werden folgende Ausdriicke der Momente H, und M; benétigt, die sich durch
Einsetzen von

dU SZL(dU) dU+Q L(dU)

[ — ——— s K = e — —
f ds 27 \ds 1 ds 17\ ds
und py Kk, ~ 0 in die entsprechenden physikalischen Gleichungen (2.5) ergeben:

dU dU , ¢dU

mit

_0ith,
n = 2 ; 0 =06,+20,+06,. (2.25)
AuBerdem fiihren wir ein

2
2 6,0, -0
6=99, =13 "2 (2.26)
8,0

Selbst bei relativ dicken Tragschichten ist 8 <1, so daf 6‘(2) in Gl (2.22) i. a. die Rolle eines kleinen Parameters vor der
héchsten Ableitung spielt.

Von praktischer Bedeutung ist die fiir 6(2) = 0 verschwindende Momentenkombination
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1 2 dU
m =M -1 H, =Dy, eoL(E) (2.27)

Der Randteil der Lagrangeschen V ariationsgleichung lautet fiir die symmetrisch belastete Rotationsschale
+
I =‘/'(N1 du +Qéw +H,8a —M, W) rd0
C

Indem wir hier einsetzen
bu=—8A sin® +54 cosd, dw =84 cosd + 54 sind

(A, 4, — Radial- und Axialverschiebungen der Koordinatenfliche) und die Gl. (2.26) beachten, erhalten wir mit
¥ = — W+ 7 und mit Riicksicht auf 54, =0:

81 = f[NrSAr+Ml8¢—m18(n'y)]rd0
c

mit
N N sin® ¢ Gond = \4 A ~ 21n | 4¥ (2.28)
==N;ysmd# « Guad = —V, =re,~ —=r — .
J 1 r T2 9, ds

Aus (2.20) ergibt - ch
2 ¢

V =—Dy; Ry[- ¢, LL(U) +L(U)]. (2.29)

Aus 811 =0 entnehmen wir folgende Zuordnung der statischen und kinematischen Gréfien in den Randbedingungen:

B dV y, «

N > A = # P M ey =~ [U—L@U)], m < 77=—9, 1-9HLU)  (230)

0 8

Die Bedingungen beziiglich (m;, nY) werden konstruktiv durch Stirnplatten realisiert (vgl. [5]).

Setzt man fiir die Berechnung der Schale (die Randzonen ausgenommen) 6(2) - 0, so ergibt sich aus (2.22) und (2.30)
das vereinfachte Randwertproblem

LLU)-20? L) + K*U = 0 (2.31)
mit den Randbedingungen:

B, dV
Nr(—’Arz-s—z—o—l'-a:, Ml("‘)lll=—U ‘ (2.32)
wobei V=—D,, R, L(U).

Das vereinfachte Randwertproblem entspricht der Anwendung der Hypothese von Timoshenko auf den gesamten
dreischichtigen Querschnitt. Die durch eg - 0 bedingte Erniedrigung der Ordnung der 15senden Differentialgleichung
um Zwei und der Fortfall einer Randbedingung an jedem Rand ist mechanisch durch die Ausschaltung eines Freiheits-
grades beim Ubergang vom kinematischen Modell der gebrochenen Normalen zum Modell der geraden Normalen
begriindet.

3. Untersuchung der Randstorungseffekte

Fiir hinreichende steile Rinder der Rotationsschale kann L( ) ~ d2/ds2 angenommen werden. Bei Verwendung der
dimensionslosen Koordinate x = As und der Parameter

-‘/A
A=l ., E=@, 2= =i (3.1)
2R,

erscheint die 15sende Differentialgleichung (2.22) in der Form (Striche bedeuten Ableitungen nach x):
UVl gt +4u =0

Der gleichen Differentialgleichung mufi die durch U = dx/ds eingefiihrte Hilfsfunktion X(s) geniigen, die man zweck-
miBigerweise bei der Untersuchung der dreischichtigen Kreiszylinderschale verwendet:

Lx = —e2xV+ xIV — agxl + 4x = h(x) (3.2)
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Bei der ausschlieflichen Wirkung von Randkriften ist das Belastungsglied h(x) = 0 zu setzen.

Die zur Formulierung der Randbedingungen erforderlichen Grogen sind

- 3 2.V
Q = Dy N (—ex¥ +xM, A = we=x-gx1,
- 2 IV II -
Ml - _Dll)‘ (__e2x X7, my = Dll Azelev ) 3.3
v o= =Xy, v = —AE(Q -9,
Tabelle 1
Rand - Randbedingungen fir z Vereinfachte
Nr. Lagerungsart bedingungen Boe B, Randbed. 8,
ohne w =0 x =0 =0
1 Stirnplatte M =0 x'=0
Gelenkige my=0 x =0
Lagerung mit w =0 x- §z2"=0 2" =0 x'=0
2 . M1 = 0 » 2 w_
@ Stirnplatte r=0 x'-€* x"=0
m ohne W=g x- Ex"=0 X"z 0
3 . Y’ = 1_ o2 g
Starre Stirnplatte my= 0 xX-g°x"=0 - fz“= 0
) m Einspannung mit 1\;/, =g x - gle: 0 x"=0 . ‘-0
Stirnplatte 7 =0 xX'=0
‘ ohne Qr=0 -gx=0 | 2"=0
5 m| ; M1 =0 "
Froier Stirnplatte my =0 2'=0 XM= 0
. mr Rand mit 241 =0 xm_ szv= 0 zm: 0 X" = 0
‘ Stirnplatte 10 x'-g*x"=0
r =0
, 2@ ohne R ’3 x2“-g2z'=0 "= 0
: = Vg2l
Vertikal gefihr-| > "Plate my=0 ¥oex 2"=0
M fe Einspannung mit Q=0 x-giz¥=0 r"=0 x =0
g Stirnplatte Y =2 %'=0
r=v

In der Tabelle 1 sind die homogenen Randbedingungen fiir 8 typische Fille der Randlagerung zusammengestellt. Beim
Ubergang €2 > 0 entfallen die Randbedingunge:%: vollstindig und die gestorten Bedingungendoe gehen indyg iiber.
Dabei verschwindet der Unterschied zwischen den Randlagerungen mit und ohne Stirnplatte.

Das durch €2 - 0 vereinfachte Randwertproblem

Lyx = xV —apx+ax =h(x) mit &, (3.4)
beschreibt den Randeffekt erster Art, der sich aus der geometrischen Form der Schale ergibt und beim Ubergang zur

Platte (d. h. fiir R = ) verschwindet. Die Losung der Differentialgleichung (3.4) ist bekannt [3]. Wir schreiben die mit
zunehmender Entfernung vom Rand x = 0 abklingende Lésung von (3.4) in der Form

0 0
X = ¥o = A} 0() +B3 () + yop (35)
wobei die Losungsfunktionen 6(x), {(x) vom Vorzeichen des ,,Sandwichparameters™ ¢ abhingen (vgl. Tabelle 2).
Durch den kleinen Parameter €2 vor der hichsten Ableitung des vollstindigen Problems
Lex = X1+ Lyx =h()  mit &, = &y, + ¥ (36)
wird ein Randeffekt zweiter Art beschrieben, der durch die Art des Querschnittsaufbaus bedingt ist und nur bei
Beriicksichtigung der Schubnachgiebigkeit der Kernschicht auftritt (er tritt auch bei dreischichtigen Platten auf, ver-
schwindet aber fir G5 - ).
Wenn die Losung X =y, des vereinfachten Problems LyX = h(c) mit&’o bekannt ist, dann ld6t sich nach Wischik/Luster-

nik [6] unter bestimmten Voraussetzungen fiir die Losung des vollstindigen Problems LeX = h(x) mitde =¥e +dn
eine asymptotische Niherungslosung finden. Diese Losung besteht aus der Kombination zweier Iterationsprozesse:
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1. Iterationsprozef. Die Losung X = ye(x) des

Tabelle 2

vollstindigen Problems (3.6) wird als Polynom | ow- Fixls Parameter
nach Potenzen des Parameters € konstruiert: $<1 e oufx ¢"*%sinBx wsT1at, B=T1-¢
Ye =Z ey, (x) (e<1). G g1 | e =17

i=0

Durch (3.7) werden die Differentialgleichung LeX = h(x) und die ,,gestérten” Randbedingungen 306 mit der Genauig-
keit des Ansatzes erfiillt. Wir erhalten ein System von Differentialgleichungen fiir die Ansatzfunktionen y;(x). Auf der
Stufe i = 0 ergibt sich die bereits bekannte Losung y,(x) des Problems (3.4).

2. Iterationsprozef. Zur Erfiilllung der zusitzlichen Randbedingungen&l wird die sogenannte Grenzschichifunktion
benétigt, die fiir jeden Lagerungsfall gesondert zu konstruieren ist. Dazu wird im Randbereich die Mafistabsstreckung
x =€ * t eingefiihrt und die Grenzschichtfunktion mit y(x) =¥ (€ * t) = u(t) bezeichnet. Sie wird als Teil der allge-
meinen Losung der homogenen Differentialgleichung LeX = 0 bestimmt. Mit Riicksicht auf die Beziehung

d? 1 du X

s e‘ —_ t=—

= " (E==) (38)
erhalten wir aus (3.6) folgende Differentialgleichung fiir die Grenzschichtfunktion u(t):
—u' TV @ st v Hdu=0 (3.9)

(durch Striche sind hier die Ableitungen nach t bezeichnet). Mit dem Ansatz

u(t) = z € u ()
r=0

ergibt sich aus (3.9) durch Nullsetzen der Koeffizienten vor €' ein System von Differentialgleichungen fiir die Ansatz-
funktionen u,(t).

(3.10)

Die Erfiillung der Randbedingungen erfolgt auf jeder Stufe des zweifachen Iterationsprozesses. Die vollstindige Lésung
ist dann durch Xe = ye(x) + €ku(t) gegeben, wobei sich der Exponent k nach der Ordnung der hichsten Ableitung
richtet, die inxrl vorkommt.

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieser Methode ist die regulire Entartung der Randwertaufgabe (3.6) in die
Aufgabe (3.4). Das bedeutet, dafs die ans (3.9) ablesbare , zusitzliche” charakteristische Gleichung Qq() = —2° +X* = 0
ebenso viele Wurzeln mit negativem Realteil haben mufs, wie zusitaliche Bedingungend an dem betreffenden Rand
vorliegen.

4. Zahlenbeispiel

Berechnet wurde eine durch konstanten Innendruck beanspruchte anisotrope dreischichtige GUP-Kreiszylinderschale
fir die Randlagerungsfille 3 und 4 (Tabelle 1). Die nach der Methode des kleinen Parameters gefundene Lésung wird
der exakten Losung gegeniibergestellt [1].

Vorgegebene Gréfen:
R = 120cm, hy =hy =12 cm, hy = 3,6 cm
p = 500 N/em? (Innendruck)

Tragschichten: E, - 1,75 10° Nem?, E, - 245 10° N/em?,
2 0,10, w», = G.14
Kernschicht: B, = E, = 2,6+ 10*N/em?, »=03,

3= Ep/2(1#) = 1,0+ 10* Nem®,

Die fiir die Rechnung wesentlichen Konstruktionsparameter ergaben sich zu

0,04506 cm™, £ = 07848, a = Y1 + & = 1,3360,
07359, ® = 0,02079, e = 0,12775
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Der Iterationsprozefs nach Wischik/Lusternik wurde bis zur Stufe ¢ gefiihrt.

In den Bildern 5 und 6 sind die Kurven der Funktionen X1, X', XIV nach der vollstindigen Lésung den Funktionsver-

liiufen nach der vereinfachten Theorie gegeniibergestellt. Hierbei ist X = X w? mit w? = B1 1 961 pRz.

5. Schlufifolgerungen

Ausgehend von der Losung des Problems der dreischichtigen Schale mit momentenfreien Tragschichten (vereinfachte
Theorie), die den Randeffekt erster Art bereits richtig beschreibt, gestattet die Methode des kleinen Parameters die
niherungsweise Beschreibung des durch die Eigenbiegesteifigkeit der Tragschichten bedingten Randeffektes zweiter Art
mit beliebig vorgegebener Genauigkeit. In entsprechendem Abstand vom Rand s** = € * m/\ geniigt die Losung nach der
vereinfachten Theorie zur Beschreibung der Randstorung, bei s* = n/a ist auch diese abgeklungen.

Der Vorzug der Methode besteht darin, daf die in beiden Iterationsprozessen zu lssenden Differentialgleichungen sich
jeweils nur durch ihre rechten Seiten unterscheiden, sodaf es bei der Durchfihrung der Iteration auf die schrittweise

Bestimmung von Konstanten vor gleichen Lésungsfunktionen ankommt. Die Methode eignet sich daher besonders fiir
die Anwendung der EDV.

Die Effizienz der Methode des kleinen Parameters kommt in all den Fillen voll zur Geltung, in denen die Grundlésung
das Problems nach der vereinfachten Theorie bereits vorliegt und eine exakte Losung des vollstindigen Problems nicht
moglich bzw. umstindlich ist. Da es sich um eine universelle Methode handelt, die immer dann anwendbar ist, wenn der
Ubergang zu einem vereinfachten Deformationsmodell mit einer geringeren Zahl von Freiheitsgraden vollzogen wird,
bleibt die Methode auch bei komplizierteren Fragestellungen, wie Beriicksichtigung nichtlinearer Stoffgesetze, Anwen-
dung der Viskoelastizititstheorie auf die Kernschicht, Verallgemeinerung der Theorie auf vielschichtige Konstruktionen
aktuell.

2,0 1

1,0 +

80 s(cm)

vollstandige Lésung

o= = == yereinfachte Theorie (£=0)

-10 4+

Bild 5
Vergleich der Randstérungen mit den Lsungen der vereinfachten Theorie (ohne Stirnplatte)
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0 =
60 80 s(cm)
— vollstandige Lésung
illl = = = vereinfachte Theorie(£=0)

Bild 6
Vergleich der Randstérungen mit den L8sungen der vereinfachten Theorie (mit Stirnplatte)
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