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Plastizitatstheoretische Untersuchungen von
Umformvorgédngen mit der Methode der Finiten Elemente

Hubert Giinther, Klaus Drey und Wolfgang Strobel

Die plastizititstheoretische Untersuchung von Umformvorgiingen verlangt die Einbeziehung geometrischer und physikalischer Nichtlinea-
rititen in die kontinuumsmechanische Betrachtung, wenn gegeniiber den bekannten Lésungsmethoden der Umformtechnik und Plastizi-
titstheorie qualitative Verbesserungen in den Ergebnissen erzielt werden sollen.

Auf der Grundlage der Lagrangeschen Betrachtungsweise wird ein Lésungsweg dargestellt, in dem die inkrementelle Lésungsmethode

mit einem Iterationsverfahren kombiniert wurde.

Das entwickelte Rechenprogramm auf der Basis der Methode der finiten Elemente erméglicht die Untersuchung ebener und axialsymme-
trischer Umformprobleme; es werden entsprechende lineare und isoparametrische Dreieck-Elemente benutzt.

Als Beispiele sind in der Arbeit einige Ergebnisse fir das axialsymmetrische Stauchen zwischen rauhen, ebenen Platten und das
Riickwirtsfliefipressen, wie Ausweitung des plastischen Gebietes, Spannungsverteilung und Formiinderungsgeometrie, angegeben.

0. Einleitung

In der technologischen Praxis werden verfahrenstechni-
sche Untersuchungen oft auf empirisch-experimentellem
Wege durchgefiihrt. Das fiihrt fiir die Gestaltung brauch-
barer Werkstiickzwischen- und -endformen und der ent-
sprechenden Werkzeuge zu einem teilweise erheblichen
Versuchs- und Kostenaufwand. An einer theoretischen
Untersuchung der Umform- und Zerteilvorgéinge wird
deshalb seit geraumer Zeit intensiv gearbeitet. Eine wich-
tige Rolle dabei spielt die theoretische und experimentel-
le Ermittlung des Spannungs- und Deformationszustan-
des, weil damit Aussagen iiber

den Kraft- und Arbeitsbedarf der Maschinen (Projektie-
rung, Maschinenbelegung)

Spannungs- und Deformationskonzentrationen im Werk-
stiick (Bruch, Grenzforminderungen) und

die technologisch bedingten Eigenspannungszustinde
getroffen werden konnen.

Mit den Randkriften des Werkstiickes sind die Belastun-
gen der Werkzeuge gegeben. Auch hier sind Gebiete der
Spannungskonzentration infolge realer Belastungen fiir
Verschleiffuntersuchungen (Werkzeugstandzeiten) von
grobem praktischem Wert. Dazu wurden in der Vergan-
genheit einige rechnerische Verfahren auf der Grundlage
mehr oder weniger einfacher theoretischer Modelle ent-
wickelt. In der sogen. elementaren Theorie [1], [2] wer-
den starke Vereinfachungen der Kinematik des Umform-
vorganges vorgenommen (reine Dehnungen oder Gleitun-
gen), die auf ebene Streifenmodelle oder axialsymmetri-
sche Rohren- bzw. Scheibenmodelle fiihren. Eine Beriick-
sichtigung von Geschwindigkeit und Temperatureinfliis-
sen ist relativ einfach méglich. Der Zusammenhang mit
dem Schrankenverfahren der Plastizititstheorie ist er-
kannt [3]. Diese Methoden werden in der Umformtech-
nik bevorzugt benutzt. Sie ergeben fiir integrale Grofen,
z. B. den Kraft- und Arbeitshedarf, brauchbare Ergebnis-
se fiir die Praxis, aber in lokalen Bereichen kénnen sie zu
erheblichen Ungenauigkeiten fithren.

Fir ebene Forminderungsvorginge, z. B. Walzen und
Biegen mit grofien Breiten, Schmieden von Langformen,

wird hiufig die ,,Gleitlinienmethode” verwendet. Mathe-
matisch stellt sie ein Charakteristikenverfahren fiir
hyperbolische Differentialgleichungen dar, dessen inge-
nieurmiBige Aufbereitung [1], [4], [5] zur numerischen
oder graphischen Konstruktion des Gleitlinienfeldes und
des zugehorigen Hodographen zu einer wirkungsvollen
Methode entwickelt wurde. Leider ist fiir die axialsym-
metrische Umformung, z. B. beim Draht- und Rohrzie-
hen, FlieB- und Strangpressen usw., kein solcher relativ
einfacher theoretischer Zugang méglich. Nur fiir sogen.
vollplastische Zustéinde und kinematisch bestimmte Pro-
bleme liegen Lésungen vor. Oft werden deshalb in der
Praxis Gleitlinienldsungen auf axialsymmetrische Proble-
me iibertragen”. Der Fehler kann dabei betrichtlich
werden [6].

Obwohl an der Weiterentwicklung der o. a. Verfahren
gearbeitet wird, wurden in der letzten Zeit die Bemiihun-
gen verstirkt, die Finite-Element-Methode auf Probleme
der Umform- und Zerteiltechnik anzuwenden. Oft be-
schrinkte man sich dabei auf elastisch-plastische Anlauf-
vorgiinge [7], oder es wurden andere spezielle Annahmen
getroffen [8]. Auf der Grundlage einer Theorie endlicher
elastisch-plastischer Deformationen wurden in den
letzten Jahren einige Losungsverfahren auf der Grundla-
ge der Methode der finiten Elemente entwickelt [9] bis
[12] und u. a. auf technologische Probleme angewendet.

1. Grundgleichungen

In dieser Arbeit wird zur Losung der geometrisch und
physikalisch nichtlinearen Problemstellung ein inkremen-
telles Losungsverfabren verwendet.

Die Beziehungen werden in Lagrangescher Betrachtungs-
weise dargestellt, d. h. alle GréGen werden auf die als
unabhingige Variable gewihlten, allgemein krumm-
linigen, konvektiven Koordinaten Xk des undeformier-
ten Ausgangszustandes bezogen. Der Verzerrungszustand
wird somit eindeutig durch die Anderung des metrischen
Fundamentaltensor des korperfesten Koordinaten-
systems beschrieben. Inkremente werden durch Diffe-

63



rentiation nach dem zeitihnlichen Parameter t durch (*)
bezeichnet. Es sollen nur isotherme Deformationspro-
zesse betrachtet werden und das Materialverhalten wird
als nicht geschwindigkeitsempfindlich angenommen.
Weitere Bezeichnungen sind aus Bild 1 zu entnehmen.
Der kovariante metrische Fundamentaltensor im defor-
mierten Zustand ist
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Hierbei bedeutet das Semikolon kovariante Differentia-
tion und 8ki stellt den Kroneckertensor dar [13]. Damit
ergibt sich der Greensche Verzerrungstensor und dessen
Geschwindigkeit zu:
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2B =gy — Gy Pyt gy @
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Der Cauchysche Spannungstensor o; (,,wahre Span-
nung”) wird aus dem Bezug des Spannungsvektors auf
das deformierte Flichenelement dA gebildet. Er ist mit
dem ebenfalls symmetrischen Kirchhoffschen (2. Piola-
Kirchhoffschen) Spannungstensor Ty durch die Be-
ziehung [14]

Ty =T oy @

verbunden. Dabei ist mit den Volumenelementen dV,
dV0 und Dichten p, P sowie g = det (gij)’

G = det (G,)
dv Py
J = — = 5  c— %
v, V¢ ©

Geht man davon aus, daf ein Gleichgewichtsspannungs-
zustand Tij(Xk) und ein kinematisch zuldssiger Verzer-
rungszustand E;j(Xk) infolge einer Flichenkraft (pro
Flicheneinheit im undeformierten Zustand)

pk - (Tki + T “k-j)Ni
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besteht, dann erhilt man die inkrementelle Gleichge-
wichtsbedingung [14] (ohne Massenkrifte)

itk Tk e T k) =0 (6)
und die inkrementelle Anderung der Flichenkraft
ph= (ki + T ok + TH R YN, (7

2. Virtuelle Arbeit, Steifigkeitsmatrix

Die Multiplikation der inkrementellen Gleichgewichtsbe-
ziehung (6) mit einer virtuellen Verschiebung 5uk und
Integration iiber V, ergibt unter Verwendung des Gauss-
schen Integralsatzes folgenden Ausdruck fiir die virtuelle
Arbeit

o5 . k ..
f(T'JsEijJrT‘J i 8 uy) dVy - [ #sudng, ®
Yo Ay

der fiir die Stoffgleichungen der Form

T = pikl £, 9.
und der Bedingung
piikl _ pklij ©.2)

sowie fiir richtungstreue Oberflichenkrifte sich in das
Funktional fiir Uk [10]

(10)

I(ﬁk)=.;_ f (PVE, + TV 0k )dv, — f Pla,dA,
Vo Ay
iiberfiihren lift.

Fiir alle kinematisch zulissigen Variationen des Verschie-
bungsgeschwindigkeitsfeldes wird fiir das aktuelle Ver-
schiebungsgeschwindigkeitsfeld

81(ak) = 0. an

Die Gleichungen (10) und (11) bzw. (8) bilden den Aus-
gangspunkt fiir die FEM-Formulierung des Problems.
So ergibt sich mit (9) aus (10) und (11)
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Wird diese Gleichung in Matrizenschreibweise unter Ver-
wendung der von Zienkiewicz [15] benutzten Bezeich-
nungen, z. B. .
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dargestellt, erhdlt man schlieflich
SuT{[K0+KL+Ko]ﬁ—f’ =0.} (13)
Daraus folgt

Ko+ Ky +Koli=Ka=P, (14.1)

wobei K die Gesamtsteifigkeitsmatrix darstellt und

(14.2)

T
Ky = fBoDBOdVO
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bedeuten.

3. Stoffgleichungen

Eine zentrale Bedeutung bei der Formulierung inkremen-
teller Stoffgleichungen. fiir endliche Deformationen be-
sitzt die Verwendung zweckmiBiger Definitionen fiir die
Spannungsgeschwindigkeit infolge ihrer notwendigen In-
differenz gegen Drehung des Bezugssystems. Wird die
Jaumannsche Spannungsgeschwindigkeit (*) des Cauchy-
schen Spannungstensors als tensorlineare Funktion des
Deformationsgeschwindigkeitstensors dy

*ij _ ukl

angesetzt, wobei Diikl sich aus den elastischen und pla-
stischen Materialeigenschaften bestimmen lifit, so fiihrt
das letztlich auf nichtsymmetrische Steifigkeitsmatrizen
[16]. Um das zu vermeiden, wird niherungsweise
isochore Deformation d. h. inkompressibles Materialver-
halten angenommen.

Im plastischen Materialbereich trifft das fiir viele Metalle
zu, und da die elastischen kompressiblen Volumeninde-
rungen klein sind, knnen diese ebenfalls vernachlassigt
werden, d. h. es ist

dv

J= — =1; J 0
dVvy
und aus (4) folgt somit
Tij = oij, (16)
so daf sich (15) in die Form
* .. B _..kl .
™ = DY Eq (17)

bringen lifit. Des weiteren ergibt sich fir die Jaumann-
sche Spannungsgeschwindigkeit des Kirchhoffschen
Spannungstensors folgende Beziehung:

TH = i 4 Ekl (rik il 1 ik gily (18)

Daraus erhilt man schlieblich mit (17) die Stoff-
gleichung in der Form (9.1) zu

1= (DM _ ok g+ Tk g B,y =DM B, (19)

welche die Forderung (9.2) erfiillt.

Die DUK! miissen experimentell bestimmt werden. Sie
bieten geniigend Méglichkeiten der Anpassung an reales
Materialverhalten, wie Anfangs- und Deformationsaniso-
tropie, Inhomogenitit usw. Die Schwierigkeit liegt zur
Zeit nicht so sehr in der rechentechnischen Beherrschung
solchen realen Materialverhaltens als in dessen: experi-
menteller Bestimmung [17].

4. Programmaufbau

Die gleichzeitige Beriicksichtigung geometrischer und
physikalischer Nichtlinearititen erforderte eine wesent-
liche Erweiterung bisher nutzbarer Programme. Damit ist
u. a. die Notwendigkeit einer effektiven Datenverwal-
tung verbunden.

Bei dem hier verwirklichten Lésungsverfahren mit
schrittweiser Lasterh6hung bzw. VergroBerung vorgege-
bener Verschiebungen werden die nichtlinearen Aus-
driicke in erster Naherung aus den Ergebnissen des vor-
hergehenden Lastschrittes gewonnen. Um eine ausrei-
chende Rechengenauigkeit zu erhalten, hat sich die Vek-
toriteration innerhalb eines Lastschrittes bewihrt. Als
Iterationskriterium wird die Verinderung der Umform-
kraft verwendet, da in sie alle Einfliisse des Verfahrens,
der Geometrie und des Werkstoffmodells eingehen. Die
Frage nach der Erfiillung des FlieSkriteriums wird inner-
halb eines Lastschrittes gestellt. Davon unabhingig ver-
lduft die beschriebene Iteration.

Das Flufbild (schematisch) lift die Realisierung des Ver-
fahrens erkennen (Bild 2).

5. Anwendung auf axialsymmetrische Umform-
probleme

Fiir die Untersuchung praktischer Beispiele wurde zu-
nichst ein fiir die Belange endlicher Forminderungen
modifizierte Form der Spannungs-Forménderungs-Bezie-
hung von Prandtl-Reuss entsprechend Gl. (17) benutzt
[18j:

L gl qii TRiE (20
1+v 1_2Vg‘g) Y ]kl()
In Gleichung (20) ist E der Elastizititsmodul, v die Quer-
dehnzahl und T4 sind die kontravarianten Komponenten
des Spannungsdeviators:

s s 1 R
™=TY— ‘?;81 . 8kl1 Tkl. (21)
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Eingabe: Steuerparameter, Daten

l Belastungszykius' 1IZYK1 = 1 ]
| .
]

L Iterationszyklus 1ZYK2 =1 ]
r

Aufbau der Systemsteifigkeitsmatrix uber
— Forménderungs-Verschiebungs-Matrix B
~ Stoffgesetz-Matrix D, Gi. (28)

— Elementsteifigkeits-Matrix, GI. (14)

?

Einfiihrung der Randbedingungen fiir
— gefesselte Randknoten

— vorgegebene Knotenverschiebungen
— vorgegebene Belastungen

Losung des Gleichungssystems (GAUSS oder
CHOLESKY) ergibt Verschiebungsinkremente
Berechnung der Ink(ememe der
Forr get K te,
Umforimkraft AU (1ZYK2)
I terationskonvergenz nein
lAUNZYK2) — AUZYK2 — 1)] < ZETA

[

Berechnung der Formanderungen, Spannungen
2. Invariante des S . For

i

Plastizitatstest nach G, (24)
ergibt fir den folgenden Lastschritt be:
a = 0: elastisches Verhalten
@ = 1°  elastisch-plastisches Verhalten

Ausgabe: Verschiebungen,
Formanderungen, Spannungen, Umformkraft 3

( Alle Belastungsschritte bearbertet? )_nsm___.

j8

Bild 2

Programmablaufplan ( schematisch)

Das Misessche Fliefkriterium fiir isotrope Verfestigung
lautet

£(THy = T, —k (22)

mit der Vergleichsspannung
- '\’ 3 pij kI
T, = —z—gik gj,l ™T , ‘ (23)

Die aktuelle Fliefispannung k = f (T,,0,) ist eine Funk-

tion der AnfangsflieBspannung 0, und der Vergleichs-

spannung T...

Fiir den Parameter « gilt

a=0 fir Belastung im elastischen Bereich oder
elastische Entlastung nach plastischer Forminde-
rung oder neutrale Spannungsvariation

T, <k oder T,=k und T, < 0 (24)
a=1 fiir Belastung im plastischen Bereich
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T, =k und T, > 0.

Uber den skalaren Faktor 1/y erfolgt die Beriicksich-
tigung der isotropen Verfestigung [18]:

E 5 (25)
1 3 E
7~E 212 E
T |=(1l+y)+ — -1
o5

Die Approximation der FlieBkurve kann auf verschie-
dene Weise erfolgen. Wird eine Anndherung der Flief-
kurve nach Ramberg-Osgood in der Form (E; Tangenten-
modul)

E 1+ 3 g 551 -
Et 7 " (os ) (25)
mit 0 T, und n als Verfestigungsexponent vorgenom-
men, so lassen sich die Komponenten der Stoffgesetz-
matrix Dkl der G1. (19) bestimmen:

piikl - £ [lkgyl gugkl TuTk']

_ (Tik gjl + ik gll) ) 27

Fiir axialsymmetrische Probleme lauten die Komponen-
ten des Fundamentaltensors (1) bei Benutzung von
Zylinderkoordinaten Xl=r, X2=0, X3=z und den
Verschiebungen uj = u in r- und ug = v in z-Richtung fiir
den Ausgangszustand

- -2 - -
Gy1=1L Gyp=1%, Gg3=1, G 3=0 (28)

und fiir den deformierten Zustand

du v
-1+ 2, 2_ (1,02, Avio
€11 ( ul,l) (ug’l) ( 3 ) (ar )

2 2
g9 = (X1 +up)” = (r 4 v)

(29)

3= (g )+ (g )= (0 27 G2

813 Uy 3tuzytu; Uy 3tuggugg

du av ou au ov dv

= +— —,

0z ar dr oz dr dz

Mit diesen Fundamentaltensoren errechnen sich die
physikalischen Komponenten des Forminderungs- und
Spannungstensors aus den Komponenten des Greenschen
Verzerrungstensors (2) bzw. des Kirchhoffschen Span-
nungstensors (4)

E(ij):Eij(\/G_ii\/E;)~ Ty = TY6,Y/6;. 30
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Numerische Ergebnisse wurden ermittelt am Beispiel des
Stauchens eines Zylinders (R/H = 1,2) zwischen paral-
lelen Platten mit Haftreibung an den Beriihrungsflichen
(Bild 3a).

Aus Symmetriegrinden kann man sich auf die Ver-
netzung einer Hifte des Zylinders m:t axialsymmetri-
schen Ringelementen beschrinken. Fiir vergleichende
Untersuchungen wurden 3-Knoten-Dreieck-Ring-Elemen-
te und 6-Knoten-Dreieck-Ring-Elemente benutzt. Die
Anzahl der Gesamtfreiheitsgrade wurde zwischen 70
und 234 variiert.

Die Werkstoffkennwerte sind  Fliefispannung
0, = 150 N/mm2, Elastizititsmodul
E=2,1" 105 N/mm?, Querdehnzahl » = 0,33, Verfesti-
gungsexponent n = 8.

Bild 3b zeigt die Zunahme des plastischen Bereiches von
der Mitte aus, wobei mit Belastungsschritten von
0,0001 H bei 3 Iterationen pro Belastungsschritt jeweils
eine ausreichende Konvergenz erreicht wurde.

Die fiir das isoparametrische 6-Knoten-Dreieck-Ring-
Element notwendige numerische Integration zur Errech-
nung der Elementsteifigkeiten wurde mit 12 Stiitzstellen
je Element durchgefiihrt [19].

Bild 3c zeigt die verformte Geometrie des Stauchkorpers
fiir hy poelastisches Materialverhalten.

Bild 3d zeigt die Verldufe fiir Normal- und Vergleichs-
spannungen in der Symmetrieebene des Stauchkorpers.
Die Berechnungen wurden auf der Rechenanlage
BESM-6 der TU Dresden durchgefiihrt.

Weitere Ergebnisse liegen u. a. vor fiir die Untersuchung
des axialsymmetrischen RiickwirtsflieBpressens. Bild 4a
zeigt die Vernetzung mit linearen Dreieck-Ring-Elemen-
ten in einer Symmetriehilfte des Ausgangszustandes. An
der Beriihrungsfliche des Stempels mit dem Werkstiick
wurde reibungsfreies Gleiten angenommen. Die Auswei-
tung des plastischen Gebietes in der Anlaufphase des
Flieprefivorganges, beginnend an der Stempelkante,
wurde fiir 19 Belastungsinkremente ermittelt (Bild 4b).
In Bild 4¢ und 4d sind deutlich die grofen Spannungs-

gradienten im Bereich der Stempelkante erkennbar.

LITERATUR

[1] Storoschew, M.W., E.A. Popow: Grundlagen der Umform-
technik. Berlin 1968.

[2] Lippmann, H., O. Mahrenholtz: Plastomechanik der Um-
formung metallischer Werkstoffe I. Berlin, Heidelberg,
New York 1967.

[3] Lippmann, H., V. Mannl: Elementare Theorie und
Schrankenverfahren der Plastomechanik. Revue Roumaine
des Sciences Techniques. Serie de Mecanique Appliquee
(1970) Nr. 3.

[4] Prager, W., P.G. Hodge: Theorie idealplastischer Kérper.
Wien 1954.

[5S] Tomlenov, A.D.: Teorija plasticeskogo deformirovanija
metallov. Moskva 1972.

[6] Voelkner, W.: Ein Beitrag zur Streifen- und Gleitlinien-
methode. Wiss. Zeitschrift TU Dresden 25(1976) Nr. 3,
S. 613 — 618.

[7] Héfer, E.: Theoretische Untersuchungen ebener und axial-

symmetrischer Umformprobleme als elastisch-plastischer
Anlaufvorgang. TH Karl-Marx-Stadt: Dr.-Ing.-Diss. 1973.

67



8]

11

[10]

(11]
[2]

[13]
[14]

68

Tomienov, A.D.: Metod razcetka formoobrazovanija
uprocnjajuscichsja metallov. Akademija nauk SSSR,
Mashinovedenie, 1977, Nr. 4, S. 94 — 97.

Hibitt, H.D., P.V. Marcal, J.R. Rice: A finite element
formulation for problems of large strain and large displace-
ment. Int. Journ. Solids  Structures 16(1970),
S. 1069 — 1086.

Hutchinson, J.W.: Finite strain analysis of elastic-plastic
solids and structures. In: Numerical solutions of nonlinear
structural problems. AMD vol 6, New York 1973.

Needleman, A.: A numerical study of necking in circular
bars. Journ. Mech. Phys. Solids 20(1972), S. 111 — 127.

Wifi, A.S.: An incremental complete solution of the
stretch-forming and deepdrawing of a circular blank using
a hemispherical punch. Int. Journ. mech. Sci. 18(1976),
S.23 - 31.

Truesdell, C., R.A. Toupin: The classic field theories.
Handbuch der Physik, Bd. ITI/1, Berlin 1960.

Green, A.E., J.E. Adkins: Large elastic deformations.
Oxford 1960.

(15]
[16]

(17]

(18]
[19]

Zienkiewicz, 0.C.: Methode der finiten Elemente (Ubers.
aus dem Englischen). Leipzig 1974.

Osias, J.R., J.L. Swedlow: Finite elasto-plastic
deformation. Int. Journ. Solids Structures 10(1974),
S. 321 — 339.

Kreissig, R.: Zur Approximation von FlieBortkurven durch
polynomiale FlieBbedingungen. 7.TMP TH Karl-
Marx-Stadt 1979, Tagungsberichte S. 57 — 65.

Chen, W.H.: Necking of a bar. Int. Journ. Solids
Structures 7(1971), S. 685 — 717.

Moan, T.: Experiences with orthogonal polynomials and
»best” numerical integration formulas on a triangle.
ZAMM 54(1974), S. 501 — 508.

Anschrift der Verfasser:

Prof. Dr.-Ing. Hubert Giinther,
Dr.-Ing. Klaus Drey,

Dipl.-Ing. Wolfgang Strobel,
Ingenieurhochschule

95 Zwickau, Dr.-Friedrichs-Ring



