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Uber Zufallsschwingungen und Zuverlassigkeitsaussagen

bei Tragwerken

Klaus Hennig

Aussagen iiber die Zuverlissigkeit statistisch beanspruchter Tragw

erke bereiten erhebliche Schwierigkeiten, wenn der Realitit Rechnung

tragend physikalische und geometrische Nichtlinearititen beriicksichtigt werden miissen. Zur Losung solcher {1ufgnben bxetet_su.:h l:m,
direkt realisierungsweise unter Verwendung von Mefigréfen fiir die zufilligen Belastun.gen vczrfugehen bzw bei gegeben:m statistischen
Kennwerten fiir die Belastungen Simulationsverfahren einzusetzen und anschliefend die bendtigten stthtzschen Kenngl:oﬁen zu bestim-
men. Diese Vorgehensweise erscheint insbesondere auch deshalb als giinstig, da dann bekannte numerische Metftoden fiir entspreche(r;de
deterministische Aufgabenstellungen angewendet werden konnen. Nach Skizzierung solcher am ZIMM aufbereiteter Mefh"oden we;;} .e:
einige Beziehungen fiir die Bestimmung von Niveauiiberschreitenswahrscheinlichkeiten angegeben. Als Beispiel wird ein durch Win

belastetes Hochhaus mit Betongleitkern betrachtet. Abschliefen;

schidigungen Fragen des Ermiidungsversagens behandelt.

1. Einleitung

Reale Vorgiinge lassen sich oftmals nur niherungsweise
durch bestimmte feste Funktionen von Zeit und Raum
beschreiben, da sie in vielen Fillen durch eine Anzahl
nichterfafbarer Faktoren mitbeeinfluft werden, die in
ihrer Gesamtheit als Zufallseinfluf aufzufassen sind.
Solche zufilligen Anderungen unterliegenden Vorginge
stellen stochastische Prozesse dar, d. h. Funktionen, die
durch die Ergebnisse einer bestimmten Beobachtung
beschrieben werden und bei Wiederholung dieser Beob-
achtung verschiedene Werte zeigen kénnen.

Systeme unter zufilligen Beeinflussungen wurden zuerst
von Physikern und Mathematikern im Zusammenhang
mit dem Studium der Brownschen Bewegung von
Teilchen in einer Fliissigkeit betrachtet. Zu diesen Unter-
suchungen =zihlen Arbeiten von Einstein (1905),
Langevin (1908), Fokker (1914), Planck (1917), Smolu-
chowski (1916), Ornstein, Uhlenbeck, Wrang, Kolmo-
gorov, um nur einige Namen zu nennen.

Ein neuer Anstof zur Betrachtung zufillig beeinfluiter
Systeme ergab sich bei ingenieurwissenschaftlichen
Problemstellungen aus der Forderung nach einem den
realen Gegebenheiten ausreichend gut angepafiten
mathematischen Modell. Die Erkenntnis, daf bei vielen
Schwingungsvorgiingen iiber periodische Erregungen
hinaus Erregungen auftreten, die einerseits nur als
stochastische Prozesse zu beschreiben sind, aber anderer-
geits iiber ein breites Frequenzband verteilte Energie-
beitriige abgeben, welche in den Berechnungen nicht
mehr vernachlissigt werden konnen, fiihrte dabei auch
zu einer intensiven Erforschung zufilliger Schwingungs-
vorginge.

An dieser Stelle ist es nicht méglich, auf die Entwicklung
im einzelnen einzugehen. Es sei hier vor allem auf die
Monographien von Crandall und Mark [1], Bolotin
[21,[3], Lin [4], Parkus [5], Heinrich und Hennig [6] mit
zahlreichen weiteren Literaturzitaten verwiesen, auch
auf das Buch von Murzewski [7], in dem eingehend
Probleme der Zuverlissigkeit von Baukonstruktionen
behandelt werden. Im folgenden sollen einige im Zusam-

d werden noch im Rahmen eines allgemeinen Konzepts fiir Ermiidungs-

menhang mit .ufilligen Kontinua-Schwingungsproble-
men auftretende Fragestellungen erdrtert werden.

2. Zufallsfremderregte Kontinuaschwingungen

Zur (i. allg. nur niherungsweise moglichen) Berechnung
von Kontinuaschwingungsproblemen ist es oftmals
zweckmiiBig, das zugehorige Anfangsrandwertproblem
nicht direkt durch Approximation der eingehenden
(Orts)-Ableitungen anzugreifen, sondern auszunutzen,
dab derartige Aufgaben als Variationsprobleme formu-
liert werden konnen. Im folgenden soll dieser Weg skiz-
ziert werden, wobei als Grundlage fiir die angeniherte
Berechnung nichtlinearer Kontinuaschwingungsprobleme
mit zufilligen Fremderregungen das Prinzip der virtuel-
len Verschiebungen in der Form

8] = _/ p(x)8uT (x,1) u,, (x, HdR
R

P f 8e’ (x,t)a(x,t)dR
R M

-~ f 6ul (x,9) q(x,H) dR
R

—f du(x,t) P(x,t) dS+8W(t) = 0
Sp

vorangestellt sei. Dabei bezeichnet R C R? das vom unde
formierten Korper eingenommene Gebiet im Euklidischen
Raum R3, R=RUS seinen Abschlu6, S = S, NS denals
stiickweise glatt vorausgesetzten Rand mit S als dem
Teil des Randes, wo die Verschiebungen W vorgegeben
sind und Sp als Randanteil von S, auf dem die vorge-
gebenen Spannungen p wirken; x steht abkiirzend fiir die
Koordinaten der Punkte P € R, u(x,t) stellt den Verschie-
bungs{(Spalten-)Vektor dar, uT; die zweite zeitliche
Ableitung des transponierten Vektorsu, € den Verzer-
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rungsvektor, g den Spannungsvektorl), § den auf R
bezogenen Vektor der eingeprigten Krifte, p die Dichte
des undeformierten Korpers und & W (t) die virtuelle
Arbeit polygener — also nicht aus Skalarfunk tionen her-
leitbarer — Krifte.

Die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehngen schreiben wir
in der Form

€(x,) = D(x)u(x,b) + b(u(x;t)) (&)
mit D als linearer Differentialoperatorenmatrix und b(u)
als Operatorvektorfunktion, die den nichtlinearen Anteil
des Verzerrungsvektors beschreibt. Fiir die hier betrach-
teten elastischen Korper nehmen wir zunichst an, dab
das Materialgesetz in der Form

a(x,t) = f(e(x1)) (3
gegeben sei. Entsprechend dem Kantorowitsch-Verfah-
ren [8] fiihren wir jetzt in (2) den (N-dimensionalen)
Semidiskretisationssatz

uy (x,9) = F(x) p(t) (4)
ein mit F(x) als Matrix zuldssiger Koordinatenfunktio-
nen2) a) entweder definiert auf dem ganzen Gebiet R
oder b) als lokale Basis bei der Methode der finiten
Elemente definiert auf Teilgebieten Rh mit URh = R,
N Rh = 0 und auferhalb Rh zu Null fortgesetzt. Hierbei
sind die wesentlichen Randbedingungen zunichst als
homogen vorausgesetzt. Bei Vorliegen inhomogener
wesentlicher Randbedingungen ist im Fall a) der Ansatz
in (4) durch eine diese Bedingung erfiillende Vektorfunk-
tion Fo(x,t) zu erginzen, bei b) ist Fo(x,t) in der Regel
in den Ansitzen iiber den Randelementen enthalten,
braucht dann also nicht zusitzlich beriicksichtigt zu
werden.

Unter Beachtung von

(x,H) = D(x) F(x) p(9) + b(F(x) p(1)) (5)
1= B(x) p(1) * e(x,p(t) : = €(x) p(V))

a(x,1) = £(B(x) p(V) *+ e(x,0(1)) : = f(e(x,0(1))  (6)

geht dann (1) iiber in

81 =8p" (1) [¥(p(t), (1), A(H), ) — R()] = 0

mit

W (p(8), (0, 51, 0 = { [P @ Fw) dR}_b'(a
R
[ <B<){ (¢ »} He(x,p(0)) dR

*Re(e®.20) - [F0q(x) d
| @

- f FT (x) p(x,t) dS
Sp

1) Verzerrungen und Spannungen seien hierbei durch den Green-
schen Verzerrungstensor und den zweiten Piola-Kirchhoff-
schen Spannungstensor definiert.

2) Beziiglich weiterer an die Elemente von F(x) zu stellender
Bedingungen verweisen wir auf [9], [10].
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Dabei haben wir angenommen, daB §Wg(t) in der Form

pTR(;(p,p) vorliegt. Abkiirzend steht hier und im wei-
dp t

® usw. sowie 0 fiir den N-dimensionalen Null-

vektor.

Zur Bestimmung niherungsweiser Losungen von (7) wen-
den wir das Verfahren von Newton-Raphson an (vgl.
[11]). Nach lingerer Zwischenrechnung und unter Ver-
wendung der Abkiirzungen

M= { _/ p(x) FT (x) F(x) dR}

R
oR. (p,0
Dy (eo)- {—-;;,}L”’} Dy(ed) -

s 2e2)]

de(x
K(p) = f(B(x)+ a(p’f) )TE(X,B) (B(x)
R

9R; @h)
<O o

de(x,0)
op

) drR

N _8_.( de(x,0)
= aﬁ a£
R(t) = j FT(x) §(x,9) dR + f FT (x) (x,) dS
R

Sp

T
)i(e(x0)) dR

de(x
-5()= _/<B<x>+ =) >T[f<s(x£>>
R

— E(xyp) e(x,0)

+ E(x,0) (e(x,0) —
B f_a( ae(xle)
R a£ 3£

~D1®.£) =Dy (p.0)p + Ri (p,6)

de(x,p) p)] iR
op -
= ©)
T
) f(e(xp)) dRD p

ergibt sich fiir p, ., (t) die Folge linearer gewshnlicher
Differentialgleichungssysteme

M3,y * Dy Bpi) by * [ D3 Pr) -

+K(p )] Pos1 = S(0,) * R(Y n=0,1,2,...



Es sei hier noch bemerkt, daf fiir Materialgesetze
e(x,t) = g(o(x,t)),

die sich nicht durch Invertierung auf die Gestalt von (3)
bringen lassen, an die Stelle von (9) der Vektor

de(x,p)

S(£)=f(B(x)+ ey
2 14

) E(x,0)

de(x,0)
T}f]‘“"

0] de(x an
. f o (522 ) o) ar b

2 0
R 2 £

[g(g(X£)) —e(x) —e(xp) +

*D1(2:0)b *+ Dy (p.h)p ~ R (0:)

tritt, wobei 0(x,p) durch
9(x,p) : = E(x,p) €(x,p)
und €(x,p) durch (5) definiert sind. Wie leicht zu erken-
nen ist, gehen im Sonderfall statischer Probleme (10) mit

(9) in die Anfangsspannungsmethode und (10) mit (11)
in die Anfangsdehnungsmethode iiber.

Wird in (7) das Newton-Raphson-Verfahren zusitzlich
auch auf den Vektor R(t) angewendet mit

Y(p.5,5R(®) =0,
so folgt daraus das Verfahren der Inkremente (vgl.
[11]), aus welchem unter Beriicksichtigung von

Yt R =0
und Ap () :=p .;(t) =P,
AR () :=R () -R (v
wiederum (10) mit (9) bzw. (10) mit (11) hergeleitet

werden konnen.

Liegen im Rahmen der Korrelationstheorie statistische
Kenngrofen der Erregung vor, so lassen sich die ent-
sprechenden Kenngrofien linearer Schwingungsreaktio-
nen mittels der einschligig bekannten Verfahren (vgl.
z. B. [6], [12]) im Zeit- und Frequenzbereich ermitteln.
Wie leicht ersichtlich, ist ein derartiges Vorgehen bei
(10) nicht anwendbar (den lineare Probleme beschrei-
benden Sonderfall n=0, p9=0, Po = 0 ausgeschlossen).
Bei vielen praktischen Problemstellungen lift sich
jedoch ausniitzen, daf die Erregungen oftmals realisie-
rungsweise in Form von Mefigrofen gegeben sind. Es ist
dann zweckmifig, (10) direkt numerisch unter Ver-
wendung dieser MefBigrofien zu integrieren3) und
anschliefend die zur Charakterisierung der zufilligen
Schwingungsreaktionen und weiterer zur Einschitzung
der Zuverlissigkeit des betrachteten Tragwerkes benéti-
gen statistischer Kenngrofien zu bestimmen (vgl. [13],
[15], [16], [17]). Zur Anwendung dieser Vorgehensweise

3) Eine Ubersicht iiber einige gebrauchliche numerische Integra-
tionsverfahren findet man z. B. bei M. Weber ,,Verfahren zur
Zeitintegration grofier dynamischer Systeme einschlieBlich
Betrachtungen iiber ihre Stabilitit und Verfahrensfehler”
Preprint des ZIMM (im Druck).

bei gegebenen statistischen Kennwerten fiir die Bela-
stungen. ist es notwendig, zusitzlich Simulationsver-
fahren einzusetzen (vgl. [27]). Prinzipiell erscheint aber
auch dann dieser Weg als giinstig, da so immer bekannte
numerische Methoden fiir entsprechende determini-
stische Tragwerksberechnungen eingesetzt werden
konnen, die zudem i. allg. keinen so stark einschnei-
denden Voraussetzungen beziiglich auftretender Nicht-
linearititen unterliegen wie andere Niherungsverfahren
fiir stochastische Anfangs-Randwertprobleme.

3. Zuverlassigkeitsaussagen

Im engen Zusammenhang mit dem Vorhergehenden
stehen Fragen nach der Vorhersage von Zuverlissigkeit,
Lebensdauer und Versagen von Konstruktionen, die
stochastisch belastet sind. In Abhingigkeit der vor-
gegebenen praktischen Problemstellung lassen sich
hierbei im wesentlichen drei Klassen von Aufgaben
unterscheiden: o) Ein System versagt, wenn die Bean-
spruchung einen bestimmten Schwellwert erstmals iiber-
schreitet bzw. aus einem vorgegebenen Bereich austritt.
Ziel ist es, die Konstruktion so auszulegen, dab fiir eine
vorgegebene Nutzungsdauer die Versagenswahrschein-
lichkeit moglichst klein wird. B) Seltene Uberbean-
spruchungen treten auf, ohne unmittelbar zum Bruch zu
fiihren. Es kommt somit im Vorlauf der Nutzungsdauer
des Systems zur Akkumulation bleibender Verfor-
mungen. Die Frage ist, ob diese akkumulierten Verfor-
mungen so grof werden, daf ein Versagen des Systems
wihrend des vorgegebenen Nutzungszeitraumes eintritt.
7) Die Beanspruchungen iiberschreiten die Dauerfestig-
keit, Uberbelastungen iiber die Flastizititsgrenze sind
aber selten. Ein Versagen tritt ein, wenn das Mab der
Schidigung infolge der allmiihlichen Entwicklung von
Ermiidungsrissen einen kritischen Wert erreicht.

Wir beschrinken uns im folgenden auf einige Ausfiih-
rungen zu den unter ) und 7) genannten Problemen.
Der Fall §) la6t sich weitgehend mit den Methoden von
@) losen, so dafi keine gesonderte Behandlung als
notwendig erscheint [2], [14].

3.1. Versagenswahrscheinlichkeiten

Es bezeichne Z(t) den an der gefihrdeten Stelle der Kon-
struktion fiir das Versagen im Zeitintervall [0,T) mafigeb-
lichen, zeitlich stetigen, stochastischen Prozefs und Z(t)
seine Ableitung nach t, deren Existenz vorausgesetzt
wird. Die stochastischen Prozesse (Z(ti), i=1,...,n,
t, €[0, T); Z(tj),j =1,...,m, 4 €[0, T) und ihre gegen-
seitigen Abhingigkeiten seien durch die Folge ihrer Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen

fZ .. Zi- . i(z17 : "zn’-zl7 ) .,-im;tl’ : .? tn,f17 ’ .??m);
n,m=0,1,..

bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf der stocha-
stische Prozef Z(t) wihrend des Zeituntervalls [0,T) das
Niveau z, mindestens einmal iiberschreitet (was bei prak-
tischen Problemen vielfach ein Versagen der Konstruk-
tion nach sich zieht) bezeichnen wir mit P;(zy:0,T);
Py(zy:0.T) = 1 —P;(24;0,T) ist dann die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daf das Niveau zg im Intervall [0,T) nicht
iiberschritten wird.
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tionen nur schwer bestimmen lassen und da die Auswer-
tung der Mehrfachintegrale gleichfalls beschwerlich ist,
beschrinkt man sich auf die fiir praktische Belange
meistens ausreichenden ersten Niherungen

T
Pol(zo;O,T)‘-‘exp —fkl(r)df , (12)
0
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bereich 5 aufgetragen.

Die bei den Berechnungen erhaltenen statistischen Kenn-
werte der maximalen Spannungeno . (t) und deren
zeitliche Ableitungen g (t) sind fiir den linearen und
nichtlinearen Fall in Tabelle 2 aufgefiihrt.

Ein Ausschnitt aus einer erhaltenen Realisierung der
maximalen Spannung am Fufie des Betonbalkens ist auf
der unteren Halfte des Bildes 2 dargestellt.












