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Das logarithmische Wandgesetz turbulenter Grenzschichten

bei positiven Druckkennzahlen

M. Hoffmeister

Die Auswertung einer Reihe von Experimentalarbeiten zeigt die annihernde Konstanz des logarithmischen Wandgesetzes bf’s zu miifiigen
positiven Druckkennzahlen [2} Dieser Sachverhalt kann durch die Einfihrung einer mit der Wurzel aus dem Verhiltnis d.er loka_len
Schubspannung zur Wandschubspannung modifizierten Mischungswegverteilung oder einer unverinderten Mischungswegvertedun_g nicht
ausreichend erklirt werden. Eine neuartige Abschlufhypothese liefert unter Einbeziehung gewisser Wandrauhigkeitseffelfte einfache
explizite Niherungsbeziehungen fiir die wandnahen Mischungswegverteilungen mit der Druckkennzahl als Parameter. Damit und unter
Beriicksichtigung der von der Druckkennzahl abhiingigen Lage des Wendepunktes im mittleren Geschwindigkeitsprofil kann das beobach-

tete Verhalten des logarithmischen Wandgesetzes approximiert werden.

0. Abgrenzung und Problemstellung

In der Theorie turbulenter Wandgrenzschichten nimmt
das logarithmische Wandgesetz nach wie vor eine zen-
trale Stellung ein. Es wird gewShnlich in der Form

¢=Alnn+B (0.1)
mit den Ahnlichkeitskoordinaten
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angegeben. Hierin bedeuten ¢; die mittlere Geschwindig-
keit in der Hauptstromungsrichtung, x, den Wand-
abstand, (> 0) die kinematische Zihigkeit des Mediums
und vy (> 0) die Wandschubspannungsgeschwindigkeit.
Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich auf zwei-
dimensionale stationire Grenzschichtentwicklungen ent-
lang ungekriimmter Winde ohne duBiere Massenkrifte.
Das Stromungsmedium soll inkompressibel, homogen,
isotherm und von Newtonschem Charakter sein.

Herleitung und Begriindung von (0.1) kénnen auf unter-
schiedliche Weise vorgenommen werden, stets treten
zwei von vornherein nicht niher bestimmte Parameter A
und B auf. Wihrend man fiir A — oft auch als reziproke
von-Karman-Konstante eingefiihrt — unabhiingig von der
Wandrauhigkeit empirische Werte von 2,5 + 0,4 findet,
ergibt sich bei hydraulisch glatten Winden ein Bereich
der experimentellen Befunde fiir B von 5,0+ 1,3 [1].
Dariiber hinaus hingt der additive Parameter von Grofe
und Art einer etwa vorhandenen Wandrauhigkeit ab.

Uber die Auswirkungen von Gradienten des statischen
Druckes in der Hauptstromungsrichtung — vor allem,
wenn sie positiv sind — und von gleichgerichteten
Beschleunigungskriiften auf (0.1) gibt es zwei unter-
schiedliche Konzeptionen, die in [2] einer niheren
Betrachtung unterzogen worden sind. Die unmodifizierte
Mischungswegkonzeption, die z.B. in [3] konsequent
angewandt wird, fiihrt zu einer Verinderung von (0.1)
im gesamten wandnahen Bereich.

Demgegeniiber steht die Wandgesetzkonzeption, die von
einer unverinderten Giiltigkeit von (0.1) im wandnahen
Bereich ausgeht, wobei mit zunehmenden Gradienten
des statischen Druckes und — gegebenenfalls — ent-

sprechenden Beschleunigungskriften lediglich ein wach-
sendes Eindringen der AuBen- oder Mittengesetzmiibig-
keiten der Grenzschichten in die wandnahen Zonen zu
verzeichnen ist. Auf der Grundlage verschiedener Experi-
mentalarbeiten gelangen die Autoren in [2] zu dem
Schluf, daf die Wandgesetzkonzeption umfassender
anwendbar ist als die unmodifizierte Mischungswegkon-
zeption. Fijhrt man die Mischungswegdefinition in
dimensionsloser Form mit

veE o v + dy

—=—(Mn)= (03)
AT
ein, so folgt mit (0.1)

*
Fela X (0.4)
™A v

Hierin bedeuten
T 1/2 vy

V(D) oyl =0
p v

mit 7 als turbulenter Schubspannung, 1 als Mischungs-
weg und p(> 0) als Dichte des Mediums.
*
Nur im Falle e B 1, d. h. bei verschwindenden Gra-
\/
0
dienten des statischen Druckes und verschwindenden
Beschleunigungskriften stimmt (0.4) mit dem iiblichen
Mischungswegansatz

n
' = 0.5
A )
iiberein. Wir wollen
+ v

als modifizierten Mischungsweg fiir das Gebiet des loga-
rithmischen ~Wandgesetzes bezeichnen (Index m).
Wihrend 1* nach (0.5) mit festem A unabhiingig von
Druck- und Beschleunigungskriften ist und seine Anwen-
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zu einer Verinderung von (0.1) fuhrt—— z.B. [3] —
liefert der modifizierte Mischungsweg l nach (0.6) be1
festem A stets die GesetzmibBigkeit (0 1). Allerdings
kann daraus fiir den letzten Fall nicht — wie in [2]
geschehen — die Folgerung einer Aquivalenz zwischen
(0.1) und (0.6) gezogen werden; denn die auftretende
Integrationskonstante B kann zunichst durchaus noch
von druck- und beschleunigungsabhiingigen Parametern
beeinfluft werden. Anders ausgedriickt, nur wenn die
mittlere Geschwindigkeitsverteilung von der Wand zum
Giiltigkeitsbereich des logarithmischen Wandgesetzes hin
ebenfalls von Druck- und Beschleunigungswirkungen —
zumindest in ausreichender Niherung — unberiihrt
bleibt, ist die Aquivalenz zwischen (0.1) und (0.6) voll-
stindig. Mit dieser Problematik beschaftigt sich die
Arbeit im Folgenden.

1. Zur Anwendung des modifizierten Mischungs-
weges auf die wandnahen Schichten

Bezeichnen wir den Verkniipfungspunkt zwischen der
muttleren Geschwindigkeitsverteilung in den wandnahen
Schichten und dem loganthmlschen Wandgesetz mit n, ,
so findet man in der Fachliteratur Angaben
nx 30+ 70. Fiir das Intervall 0< 17 <17 kénnen die
konvektiven Beschleunigungsglieder in der Bewegungs-
gleichung mit guter Niherung vernachlissigt werden —
vergl. [2] — und man erhilt in dimensionsloser Form

T v 2
—=(5) =l+tan  (0<nSn)) (1.1)
o Vo
mit der wandbezogenen Druckkennzahl
1 dp 3
a= > Tx;(vz)*) v, 1.2)

die aus dem Gradienten des mittleren statischen Druckes
P(x;) in der Hauptstromungsrichtung x, gebildet wird.
Fiir voll entwickelte turbulente Couettestromungen gilt
(1.1) exakt iiber den ganzen Kanalquerschnitt. Betom
werden muf, daf hier und im folgenden mit 7 die
gesamte Scherspannung, gebildet aus turbulenten und

viskosen Anteilen, bezeichnet wird. Damit folgt anstelle
von (0.3)

——(——) (141 *23)5‘3. (13)

Eine einfache Umstellung liefert aus (0.6), (1.3)

d 1
b L S (- 1+(1+41+2 )(14)
dn 42 V5 2
212 (—)
v0

wobei nur das physikalisch sinnvolle Vorzeichen der
d

Wurzel verwendet wird (—dia- >0). Ohne Modifikation
n

des Mischungsweges wiirde sich
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dn<dn<dn

do(l) * 1/2
e (1 1412 (17
dn 212 Vg

) s

ergeben, wobei der obere Index an ¢ zur Unterscheidung
von (1.4) dient.

Unabhiingig davon, welcher spezielle Ansatz fiir 1
genutzt werden soll, erhalt man fiir grofe 1 asympto-
tisch aus (1.4), (1.5) entsprechend dem Ubergang in das
Gebiet des logarithmischen Wandgesetzes

m 92 Tl;; (1.6)
" >0 dn
tm 46D 1 v L7
]+—>oo dn I° vg ’
Fiir Kleine I* folgt analog
im 40 _ V. (1.8)
-0 dn v}’

(1) *
im 99V (1.9)

-0 dn v3'7

also eine Ubereinstimmung bei Anniherung an die —
hydraulisch glatte — Wand. Offenbar hiingt die Neigung
der mittleren Geschwindigkeitsprofile in der zihen
Unterschicht und im Ubergangsbereich wegen (1.1) stets
von « ab.

*
Fir a=0, d.h. — =1, liefern (1.4), (1.5) das glei-
v
0
che Resultat
d® 1 1/2
S (-1+ (1+41') ) - (1.10)
d‘n 2l+2

Die zugehdrige mittlere Geschwindigkeitsverteilung,
gekennzeichnet durch den oberen Index (2), eignet sich
daher als Vergleichsnormal. Sie miifite auch als reprisen-
tativ fiir ein universelles, a-unabhiingiges Gesetz im
gesamten wandnahen Bereich angesehen werden.

Unter Verwendung des bekannten und gebriauchlichen
van Driestschen Mischungswegansatzes fiir die wandnahe
Stromung

s oM n
I' = Y 1- exp( - —)
kann auf der Grundlage von (1.4), (1.5), (1.10) die
Ungleichung
de)> dp > ay? * >
¥ ¢ id (L Z 1) 1.12)
& £

Yo

(a= const) (1.11)

fiir jedes 7 bewiesen werden. Hieraus ergibt sich mit (1.1)

dgM_ 4 dg(®) >0,

R (" ) (113)
dn dn  dn az0

und weiter wegen (1.6) lediglich asymptotisch

. d . do(2)

lim %% _ lm 9¢ (L14)
n>e dn  n->e dy



Die Integration mit der gemeinsamen Randbedingung

n=0~ Dy (1.15)
liefert aus (1.13)

(n>0,
dVm) = om) 2 @), \az0 (1.16)

d. h. der modifizierte Mischungsweg entsprechend (0.6)
fiihrt im Vergleich zu (1.5) zwar zu Losungskurven, die
niher bei einer als uniyersell gedachten Geschwindig-
keitsverteilung — hier cp(z)(‘n) — liegen, sie fallen jedoch
nicht mit dieser zusammen. Fiir grobe n schligt sich
dieser Sachverhalt in

B(a) = B(?) (@ = 0) (1.17)

nieder, wobei B(2) die zu (1.10) gehorige additive Kon-
stante im logarithmischen Wandgesetz darstellt.

Insgesamt ist festzustellen, daf mit Hilfe des modifi-
zierten Mischungswegansatzes die Druckzahlabhingigkeit
der mittleren Geschwindigkeitsprofile im gesamten
wandnahen Bereich, also fiir die zihe Unterschicht, fiir
das Ubergangsgebiet und den Bereich des logarith-
mischen Wandgesetzes, zwar herabgesetzt aber nicht
beseitigt werden kann. Fiir den Fall der verschwindenden
Wandschubspannung (7, > 0) entartet der Ansatz (0.6).
Abgesehen von der Frage, in welchen Grenzen sowie mit
welcher Genauigkeit B in (0.1) als unabhingig von a
angesehen werden kann, bleibt die physikalische
Deutung dieser Erscheinung zuniichst offen. Im folgen-
den wird eine Erklirung mit Hilfe einer neuartigen
Abschluhypothese versucht.

2. SchluBifolgerungen aus Potenzgesetzen fiir die
wandnahen Schichten

Eine neuartige Abschlufihypothese fiir ausgebildete zwei-
dimensionale turbulente Scherstromungen hat phénome-
nologische Aussagen iiber die lokal definierte Ahnlich-
keitskennzahl

— 2— \ -1
K¥ = or ai‘r_l(a cl) :1)+y‘Q

aX2 ax2 axg I)+VT

@.1)

zum Inhalt [4], [5]. Hierin bedeuten v() die Wirbelzihig.-
keit fiir den Rotationstransport und v, die Wirbelzahig-
keit fir den Impulstransport. Fir die wandnahen
Schichten — Index w — ergeben sich mit der einfachen
Annahme, dab K¥ unabhingig von Xg ist, Potenzgesetze
fiir die mittleren Geschwindigkeitsverteilungen

—_+1
1 -1 K¥*
0= a.l'(fii +1) {(1 + om) v o 1}. (2.2)
0<n<ny) -
Dabei fanden (1.1) und die Randbedingungen
dy
=0~ 9v=0; —= 2.3)
dn

Verwendung. Ferner kénnen gewisse Typen von Rauhig-
keitsstromungen in die Betrachtungen einbezogen
werden, wenn Druckkennzahl und dimensionsloser
Wandabstand durch

definiert sind [5]. Die Wirbelzahigkeit fir den Impuls-
transport an der rauhen Wand v, ergibt sich aus

14
vivg = (1401 +4Re§)”2) @.5)

mit der Rauhigkeitsreynoldszahl Reg = 1Svy vl,

S(>0) ist eine charakteristische Abmessung der Rauhig-
keit und
Y(>0) hingt von der Geometrie der Rauhigkeit ab.

Untersucht man den Grenzfall « ~ 0 fiir (2.2), so folgt,

dab K% ~ a fiir betragsmiiBig kleine a-Zahlen gelten

mub [5].

Wird fiir groBe positive Druckzahlen lim K¥ = —1 ge-
a—>oo

setzt, so kann der einfache phiinomenologische Ansatz

P, a
# - _1 (2.6)
Kw l—Pla

als Ergéinzung zu (2.2) konstruiert werden [5]. Einsetzen
in (2.2) liefert

o= p(@m) =P '[(1 o) 1% 1] . @)
O<n <"71)

An 1y soll (2.2) bzw. (2.7) in ein logarithmisches Gesetz
der Form (0.1) iibergehen. Prinzipiell konnen die Para-
meter A, B beide druckzahlabhingig sein. Nach dem vor-
liegenden Beobachtungsmaterial scheint jedoch der
mogliche Einflub auf A bei hinreichend grofen Rey-
noldszahlen der betrachteten Grenzschichtstrémungen,
die fiir die Existenz einer logarithmischen Schicht vor-
ausgesetzt werden miissen [6], geringer als auf B zu sein
[2]. Wir nehmen A im folgenden als konstant an, vergl.

auch [3].
dy ,
Die Stetigkeit der Ableitungen T an 1 liefert
n
1

K*
n (L+am) ¥=A (2.8)
und die Stetigkeit der Funktionen

1
—_+1
ﬁ(a)=a'1(—.1 +1)'1{(1+an1)K:' —1}-A1nn1,
Ky ‘
(2.9)

also die Druckzahlabhiingigkeit der additiven Konstanten
in (0.1), wobei B(0) = B gelten soll.

Die Auswertung der Beziehungen (2.8), (2.9) mit (2.6)
unter Verwendung der Konstanten Py = 16,7;A=25
zeigt Bild 1. Abweichend von [2] fillt é(a) schon bei
miBig positiven o-Zahlen fiihlbar ab. Nach dem in
[2] zitierten empirischen Material muf ﬁ(a]
aber bis zu « =~ 0,08 annihernd konstant
sein und fir groBere Werte ansteigen. Offenbar
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(2.1) mit an der Wand verschwindenden Wirbelzihig-
keiten
lim K*=K* =1, 2.10)
n=>0

also ein i. a. von (2.6) verschiedener Wert. Obwohl dazu
noch weitere Untersuchungen erforderlich sind, soll hier
angenommen werden, daB (2.10) fir die in diese

Betrachtungen einbezogenen Rauhigkeitsstromungen
auch zutrifft.

Eine einfache Moglichkeit zum néherungsweisen
Studium des mit dem wandnahen Wendepunkt ver-
bundenen Effektes besteht in der Abtrennung einer
diinnen, der Wand benachbarten Schicht von den Gesetz-
mibBigkeiten nach (2.2) bzw. (2.7) mit (2.6). Fiir diese
Unterschicht soll wegen (2.10) K¥ =1 gelten. Die
zugehorige mittlere Geschwindigkeitsverteilung unter
Einhaltung der Randbedingungen kann sofort aus (2.2)
zu

0= 51; [(1+om)2 _1]=n(1+%n) (0<n<mny)
(2.11)

erhalten werden. Mit n, wird der Verkniipfungspunkt
zum Giiltigkeitsbereich von (2.6) im Intervall
g <N < m bezeichnet.
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der Druckzahlabhingigkeit der mittleren Geschwindig-
keitsverteilungen fiir n > 0 eine exakte Invarianz auch
bei betragsmibig kleinen a-Werten nicht vorliegen kann.
Es wird sich stets nur um eine annihernde Druckzahl-
unabhingigkeit handeln.

Ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen an n = 0
lautet (2.2)

1 ol
a1 1 K
¢=D; K;+1) (1+an) —1]1+D,.

v 2.12)

Die Integrationskonstanten Dj; Dg dienen zur Ver-

kniipfung mit (2.11) an n; unter Einhaltung der Stetig-
dy

keitvon gy und —-

dn
Es ergibt sich

1
2 ==t
Q= (1+an0) (l+an)K:‘V -1 +
1 1+om0
(2.13)

a(— +D

K

w

a
+170(1+—2-n0). (g <n<mny)












