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Schraubendreiecke - Theorie und ihre Anwendung auf
die Lageanalyse raumlicher Mechanismen

Giinther Kunad

Drei beliebige relative Schraubachsen eines riumlichen Mechanismus und ihre gemeinssmen Normalen bilden ein Schrauben-
dreieck mit dualen Winkeln und dualen Seiten. Die Berechnung von Schraubendreiecken kann sowoh! mit der Schraubenalgebra
nach F. M. Dimentberg als auch mit 4 x 4 Transformationsmatrizen nach Hartenberg und Denavit erfolgen. Durch Zerlegung
eines riumlichen Mechanismus in Schraubendreiecke — dhnlich der Zerlegung ebener Mechanismen in ebene Dreiecke — ist die
Berechnung aller Lageparameter eines beliebigen Mechanismus moglich. In der Arbeit werden Sitze iiber Schraubendreiecke

aufgestellt, Gleichungen fiir ihre Berechnung abgeleitet und die Anw

d:

g von Schraubendreiecken auf die Lageanalyse rium-

licher Mechanismen am Beispiel von Mechanismen der O. und 1. Hauptgruppe dargelegt.

1. Einleitung

Probleme der Kinematik rdumlicher Mechanismen,
darunter Probleme ihrer Lageanalyse als Grundlage fiir
die kinematische Analyse und Synthese, wurden in den
zuriickliegenden drei Jahrzehnten in einer kaum noch
iiberschaubaren Anzahl von theoretischen und anwen-
dungsorientierten Arbeiten behandelt. Diese bemerkens-
werte und mit keinem anderen Teilgebiet der Theorie
der Mechanismen vergleichbare Entwicklung ist eng mit
der Entwicklung der modernen Mathematik verbunden.
Erst durch die Anwendung moderner mathematischer
Methoden, verbunden mit der Nutzung leistungsfihiger
Rechenanlagen, war es méglich, die komplizierten
bewegungsgeometrischen Zusammenhinge in riumlichen
Mechanismen iibersichtlich darzustellen und in praktisch
anwendbare Analyse- und Syntheseverfahren umzu-
setzen. Neue Techniken und Technologien wie z. B. die
Handhabetechnik (Manipulatoren, Industrieroboter) und
die Weltraumtechnik (Orientierungs- und Kopplungs-
systeme, Weltraumfahrzeuge) eroffneten aufierdem den
riumlichen Mechanismen neue und vielseitige Anwen-
dungsgebiete, die nur durch eine umfangreiche wissen-
schaftliche Behandlung dieser Mechanismen erschlossen
werden konnten. '

Die Entwicklung moderner Methoden zur kinematischen
Analyse und Synthese riumlicher Mechanismen ist
untrennbar mit den grundlegenden Arbeiten von
R. Beyer [1] und P.A. Lebedev [2] (analytische Geome-
trie), R.S. Hartenberg und J. Denavit [3], [4] (Matrizen-
transformationen), F.M. Dimentberg [5], [6] (Schrau-
benalgebra), W.Blaschke [7] und A.T.Yang und
F. Freudenstein [8] (Duale Quaternionen), K.H. Hunt
[9] und V.I. Sharikow [10] (Linearkomplexe), S.G. Kis-
lizyn [11] und C.Y. Ho [12] (Tensoren) sowie B. Roth
[13], [14], [151 (endliche Schraubenbewegungen)
verbunden. Besonders die bemerkenswerten Arbeiten
von F.M. Dimentberg iiber die Weiterentwicklung der
Schraubenalgebra von E. Study [16] und A.P. Kotelni-
kov [17] und deren Anwendung auf rdumliche Starr-
korpersysteme (Mechanismen) bildeten die Grundlage
fir eine Vielzahl von Beitriigen zur Theone riumlicher
Mechanismen auf der Grundlage der Ball’schen Schrau-
bentheorie. Zu diesem gehoren die Arbeiten von

M. Keler [18], [19], M.S. Yuan und F. Freudenstein
[20], D.Kohli und A.H.Soni [21], A.H.Soni und
L. Harrisberger [22], O.Bottema [23], D. Duffy [24]
u. a. m. Die vorliegende Arbeit, die sich eng an die
Untersuchungen von F.M. Dimentberg und M. Keler
anschlieBt, behandelt die Anwendung der Schrauben-
algebra auf die Lageanalyse riumlicher Mechanismen. Es
wird gezeigt, daB durch Einfilhren von Schrauben-
dreiecken als rdumliche Analogie zu ebenen Dreiecken,
die von der Lageanalyse ebener Mechanismen her
bekannte Methode der schrittweisen Dreieckszerlegung
und -berechnung der Mechanismenkontur auch auf
riumliche Mechanismen allgemeingiiltig und eindeutig
iibertragbar ist [25].

2. Kinematische Grundlagen

Das Ziel der Lageanalyse eines allgemeinen n-gliedrigen
riumlichen Mechanismus mit F Bewegungsfreiheiten
besteht in der Bestimmung der notwendigen und hinrei-
chenden Anzahl von Koordinaten fiir die eindeutige
Lagebeschreibung der n-1 bewegten Mechanismenglieder
in Bezug auf ein beliebig gewihltes Bezugssystem (im
allgemeinen das nichtbewegte Glied) in Abhingigkeit
von den F unabhiingigen Bewegungskoordinaten des
Mechanismus. Da jedes Glied des Mechanismus eine
allgemeine riumliche Bewegung ausfiihren kann, sind im
allgemeinen fiir jedes Glied 6 Lagekoordinaten erforder-
lich. Zwischen den 6 (n-1) Lagekoordinaten des Mecha-
nismus bestehen 6 (n-1) — F Zwangsbedingungen, die die
kinematischen Bindungen der Glieder in den Gelenken
beschreiben. Sie bilden das Grundgleichungssystem fiir
die Bestimmung der 6(n-1) — F abhingigen Lage-
koordinaten und werden als Lagegleichungen bezeichnet.
Das System der Lagegleichungen ist im allgemeinen in
den Lagekoordinaten nichtlinear und nur fiir wenige ein-
fache Mechanismen geschlossen losbar.

Eine wesentliche Vereinfachung der Lageanalyse, jedoch
keine Linearisierung, st durch die Verwendung von rela-
tiven Lagekoordinaten méghch, die jeweils die Lage
eines Mechanismengliedes gegeniiber einem benachbarten
Glied beschreiben. Uber die Gesamtheit der relativen
Lagekoordinaten der vorangehenden Gliederkette ist
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damit auch die Lage des betrachteten Gliedes gegeniiber
dem gewihlten Bezugssystem bekannt.

Aufierdem kann durch eine geeignete Wahl der Para-
meter, die als relative Lagekoordinaten verwendet
werden sollen, z. B. durch solche Parameter, die die rela-
tiven Gelenkvariablen enthalten, erreicht werden, daf
ein Teil der relativen Lagekoordinaten konstant ist und
damit nicht mehr der Lageanalyse unterliegt. Von den
beschriebenen Vereinfachungen macht die Mehrzahl der
bekannten Analyseverfahren Gebrauch. Besonders ein-
fache Verhiltnisse ergeben sich, wenn entsprechend
eines Vorschlages von Hartenberg und Denavit [3], [4]
fiir den zu untersuchenden Mechanismus ein kinematisch
dquivalentes Berechnungsmodell eingefiihrt wird, das nur
Gelenke vom Freiheitsgrad f=1, d.h. R-(Dreh),
P-(Schub-) oder H-(Schraub-) Gelenke enthilt. Alle
Gelenke mit f>1 werden dafiir in eine entsprechende
Anzahl von Dreh- bzw. Schubgelenke aufgeldst, die in
ihrer Uberlagerung der Art und Anzahl der Gelenkfrei-
heitsgrade des urspriinglichen Gelenkes entsprechen. Die
Lage eines Gliedes des Berechnungsmodells ist dann nur
durch eine variable relative Lagekoordinate, die relative
Gelenkvariable q, gegeniiber dem benachbarten Glied be-
schreibbar. Die Lageanalyse eines beliebigen Mechanis-
mus ist dann auf die Bestimmung der e relativen Gelenk-
variablen zuriickgefiihrt (e = Anzahl der Gelenke des Be-
rechnungsmodells).

In dem eben definierten Berechnungsmodell fiir einen
riumlichen Mechanismus, das auch den nachfolgenden
Untersuchungen zugrunde gelegt wird, kann jedem
Gelenk eine Gelenkachse zugeordnet werden. Sie ist die
relative Schraubachse der durch das Gelenk verbundenen
Glieder und entspricht bei Dreh- und Schraubgelenken
der Dreh- bzw. Schraubachse. Fiir Schubgelenke wird als
Gelenkachse eine beliebige, zur Schubrichtung parallele
Gerade (bevorzugt die Gerade, die die vorangehende
Drehachse schneidet) gewihlt. Die gegenseitige Anord-
nung von zwei aufeinanderfolgenden relativen Schraub-
achsen ist durch die Hartenberg-Denavit-Parameter a, a,
©, s eindeutig beschreibbar (Bild 1). Sie sind entweder
relative Gelenkvariable q

(C] fiir R-Gelenke
q=Js fiir P-Gelenke
® oders fiir H-Gelenke
® unds fiir C-Gelenke

oder konstante Gliedabmessung.

Die Gesamtheit der Hartenberg-Denavit-Parameter eines
Mechanismus bildet die notwendige und hinreichende
Anzahl von relativen Lagekoordinaten fiir die eindeutige
Lagebeschreibung des Mechanismus.

Die spezielle Struktur des Mechanismus wird durch
Indizes der Hartenberg-Denavit-Parameter ausgedriickt.
Ein in sich geschlossenes Bezeichnungssystem geht dabei
von den Gelenken des Berechnungsmodells aus, die fort-
laufend von 1 bis e, beginnend mit einem gestellfesten
Gelenk (nach Méglichkeit das Gelenk zwischen Gestell
und  Antriebsglied), bezeichnet werden. Mit jeder
Gelenkachse wird ein Schraubenvektor $i verbunden,
dessen Richtungssinns aufier bei Schraubgelenken belie-
big wiihlbar ist.

40

$u ¥

Bild 1

Mit Hilfe der Gelenkbezeichnungen werden folgende
Festlegungen fiir die Parameter a, a, ©, s getroffen
(Bild 1):

o
I

Kreuzungsabstand der Gelenkachsen i und j, %

ist von §; nach $; gerichtet und immer positiv.

a. = Kreuzungswinkel der Gelenkachsen i und j,
gemessen von der positiven Richtung $, nach
der positiven Richtung $j. Der positive Winkel
&; bildet mit der positiven Richtung a;; eine

o Rechtsschraube.

1

s. = Kreuzungsabstand zwischen den Normalen 3
und A gerichtet von % nach Ly

llegt in der Gelenkachse $ seine positive

R.lchtung entspricht der posxtlven Richtung $.. i

o - Kreuzungswinkel der Normalen 3 und e
gemessen von der positiven Richtung % nach

der positiven Richtung %y . Der positive kael

@ “bildet mit der posmven Richtung $; eine

Rechtsschraube

"éik ik

.= 0+

J J
Kreuzungswinkel der Normalen 8 und ay;»
gemessen von der positiven Richtung 3 nach

der positiven Richtung ay; (Bild 1).

Diese erweiterten Hartenberg-Denavit-Parameter eignen
sich fiir die eindeutige Lagebeschreibung von riumlichen
Mechanismen beliebiger Struktur. Sie enthalten als Son-
derfall — Streichung der oberen Indizes — die einfachen
Hartenberg-Denavit-Parameter [3], [4].

3. Das Schraubendreieck, Sitze iiber Schrauben-
dreiecke

Drei beliebige relative Schraubachsen $;, §, und $, und
ihre gemeinsamen Normalen bilden eine riumliche Figur,
die als ,riumliches” Dreieck oder Schraubendreieck
bezeichnet werden kann (Bild 2a) [8], [14]. Ein Schrau-
bendreieck besitzt 12 Parameter



ik ik
8, % 0., J

: i,j,k=1,2,3

und wird durch jede beliebige Kombination von 6 dieser
Parameter eindeutig definiert. Durch Zusammenfassen
von je zwei Parametern mit Hilfe des dualen Opera-
tors € erhiilt man eine duale Abbildung des Schrauben-
dreiecks (Bild 2b) mit den

Bil 2b

Saiz 1

Drei duale Seiten &, &y, und
&j, bestimmen zwei dual-
spiegelbildliche Schrauben -

Zwischen den dualen AufBen-
winkeln der beiden Dreiecke
besteht die Beziehung

ik Ak ik Jk
6,- = 6,. '-9,-’ E€S;

Bild 3
A

dualen Seiten @ = o + Gaij und den
Ak ik ik

~ dualen AuBenwinkeln @; = 6; + €y

wobei fiir €? =0 zu setzen ist.

Unter Beachtung der Definition der Parameter a, o, 8,
s nach Abschnitt 2. gelten fiir Schraubendreiecke die
Sitze 1 bis 5 (Bild 3, 4, 5, 6).

Dreiecke $,$,$3 und $,$,3; .

Satz 2

Einem Wechsel der Aufeinander-
folge der aualen Eckpunkte in
einem Schrauben - Drejeck
(Wechsel des Umlaufsinnes)
entspricht ein Vorzeichenwechsel
der dualen AuBenwinkel

ajk Ak

8,/ - 9,-"’
Die dualen Seitenldngen bleiben
erhalten

Satz 3

Einem Wechsel des Richtungs-
sinnes der Schraubachsen in

e/nem Schrauben-Dreieck entspricht
éin Wechsel des Vorzeichens der
dualen AuBlenwinkel

b - 8
Die dualen Seitenidngen bleiben
erhalfen

Xy = &

Satz 4
Zwischen den zugeordneten
dualen AuBenwinkeln von zwei
Schrauben - Dreiecken mit einer
gemeinsamen dualen Seite
besteht die Beziehung

é/op + élpq + §,~"°-o
bzw. nach Satz 1 mit

gf°=-67

A Sop, AP

¢] I-oq - 0 i P + 9"
und nach Satz 5

A Dq - A Pp A.pq

G- GG ex

duale Abbildung

Bild 6

Satz 5

Der Wechsel des Richtungssinus einer dualen Seite eines
Schraubendreiecks entspricht einer Vergroferung der
anliegenden dualen AuBienwinkel um 7 (Bild 1).
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A A 3 .k
'é;k= e;k+ n= (@);k+ ) + Gs;

4, Berechnung von Schrauben-Dreiecken

Schrauben-Dreiecke konnen mit Hilfe der sphirischen
Trigonometrie, angewendet auf duale Grofien und unter
Beachtung der GesetzmiBigkeiten der Schrauben
Algebra und -Analysis, berechnet werden. [6]

Sind x=x+ E€f

und 9 =y + G‘n

awei beliebige duale Zahlen, so gilt allgemein fiir die
Addition

Xty=(xty)+EELN) (A)
fiir die Multiplikation
%¥=xy+E(xn+y§) (B)

und fiir trigonometrische Funktionen von dualen Zahlen
sin X = sinx + €§cos x (€)
cos X = cosx — EEsinx D)

Jede Gleichung in dualen GroBen liefert nach Trennung
in Haupt- und Momententeil (Real- und Dualteil) zwei
Gleichungen in reellen GroBen.

Angewendet auf ein Schrauben-Dreieck 3, , 3,, 35 nach Bild 2 erhilt man aus dem

Seiten-Kosinus-Satz!)
A A A LA LA A
CO8 0y = COSQ), COSQg —sinQy, SinQg; cos @1

cos@gg —€ayg sin@yg = (cosyy —€ay,y siney,) (cosay; —€ay; sinag;) —(sinag, +€ay, cosay,)

(sinag; +€ay; cosay,)* (cos® —Es, sin®,)

und nach Trennung in Haupt- und Momententeil

Ccos (112 COos a31 — CO8 Qz 3—

cos @, = : .
sin @, , sin @y,

8 sin @1 =ay, (ctan 0, cos @l + ctan a31) +ag;y (ctan 0t ctan @y, cos @1) — 93

und nach Einsetzen von Gln (1) (7) in GL. (2)

8 == s
sm®3 sin &g

Entsprechend folgt aus dem Winkel-K osinus-Satz
~ A A A A A

cos @1 = cos @2 cos @3 — sin @2 sin 93 €08 0ty g

cos @2 cos 93 — cos @1

COS Ol q =
93 : ;
sin @2 sin 93

ag3 COS U3 = 8y (ctan @, cosa,, + ctan ©,) + s3 (ctan 8, + ctan O3 cosay3) —s5;

und nach Einsetzen von Gln. (4) (7) in Gl. (5)

1
agg = (85 cOs @) 5 55 COSUy; —5;)

sin 03, cos @)3

(a9 08Oy + ag; cos O3 +ay4)

¢y
sin @,
L @
sin &y 5 sin 0ty

(3

4)

sin @1 )

sin ('-)2 sin 63

(6)

Die Anwendung des Sinus-Satzes auf das Schrauben-Dreieck $1 " $2, $3 ergibt

1) Die oberen Indizes von © und s werden im folgenden auf
Grund der Eindeutigkeit nicht geschrieben.
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LA A
sin @1 _ sindgg

Alle Gleichungen behalten bei zyklischer Vertauschung
der Indizes ihre Giiltigkeit. Fiir die praktische Berech-
nung von Schrauben-Dreiecken sind in Tabelle 1 alle
moglichen Aufgabenstellungen und die zugehorigen
Losungsgleichungen zusammengestellt. Bei der Berech-
nung ist zu beachten, dab die Mehrdeutigkeit der trigo-
nomeirischen Gleichungen jeweils durch eine Kontrolle
% > 0 ausgeschlossen werden kann.

sin @2 sin &31
sin & )
sin @1 = sin @2 ——2—3
8; sin g3, cos 9, - Sy SIN 0y 3 COS 0,
®
= 833 c080y3 sin O, — a3) cosag; sin @)
AUFGABE LOSUNG
@y o, nach Gl. (1)
é P 558 0,,8; nach6l (1) Kontrolle nachGl(7)
. z Sy, S, , 53 nach Gl(2)oder G, (3)
B3 an Olz3 , Qg3 nach 6. (1)(2)  Kontrolle gy, >0
: SWS 6, ,8; nachGl. (1) Kontrolle nach Gl (7)
» S, ,S3 nach 6l (3)
ba o) O3, Qg3 nach 6. (112)  Kontrolle @y >0
‘A&\ WSS 6, ,0; nach6l (1) Kontrofle nach G/.(7)
s S, /83 nachGl. (3)
bz a, ap 0, ,S; nach Gl (4)(5)
WSW | oy, 05 nach6i (4)  Kontrotte rach 61 7
Qy3,03 nach Gl (6) Kontrolle a >0
62 o Oy3, Gy nach GL.(7)(8)  Kontrolle @ >0
A WWS O3, 053 nach Gl (1)(3)  Kontrolle a >0
o 0, ,S, nach GL.(1)(3)  Kontrolle nach Gl. 7
@132 (32’3
WWW Ay , K3 , U3y nach Gl (4)
67 Q5 ,Qp3 ,a nach GL.(5) Kontrolle a>0

5. Anwendung von Schraubendreiecken auf die

Lageanalyse von Mechanismen

Beispiel 1:

Fir den RCCC-Mechanismus nach Bild 7 mit den kon-
stanten Gliedabmessungen ajq9; 893 = 0, g4y 34y und
0 gn g,y Qgyy Oy sind die Werte der Ubertragungs-

funktionen
31 42

8; = f (@1 ) und
31 42

s, =£(0;7)

zu berechnen.

Die duale Abbildung des Mechanismus ergibt ein Schrau-
benviereck 3, 3, $3 8,4, das so in zwei Schrauben-
dreiecke zerlegt wird, daB ein Schraubendreieck den
Antriebsparameter /@\);1;2 als dualen Aufienwinkel enthilt.
Beide Schraubendreiecke lassen sich nun nacheinander
mit Hilfe der Beziehungen nach Abschniit 3 berechnen.
Aus dem Dreieck $; 8, 8, wird mit 312, 341 und%iz

die Diagonali 2;1es Schraubenvierecks &24 und der
Aufienwinkel ©, " ermittelt. Entsprechend erhilt man
aus dem Dreieck $, $, 8, mit 32 5 und 33 4 sowie der
vorher berechneten Diagonalen '&42 = 3(2 4 (nach Satz 2)
zunichst den dualen Auienwinkel @4 :

Nach einer Umformung nach Satz 3

A A
23 A3z
0, =-96,

findet man durch Superposition nach Satz 4

A3] A32 A9
@, =0,"+0, +n
bzw.

31 _ 32 21
('94 —(94 +(~)4 +r
31 _ 32 21

54 T8 T 8y
Beispiel 2

Fiir den RCCCC-RCCC-Mechanismus nach Bild 8 sind

alle relativen Gelenkvariablen als Funktion des Antriebs-
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Bild 7

Bild 8

winkels @’12 zu bestimmen. Die Berechnung erfolgt ent-

sprechend Beispiel 1 durch Zerlegung der dualen Abbil-

dung des Mechanismus in Schraubendreiecke und An-

wendung des Satzes 4 auf jeden Knoten (Gelenk). Die
terniren Glieder werden dabei ebenfalls als Schrauben-

dreiecke aufgefafit.
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