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Modellierung und Berechnung turbulenter Stromungen
und Anwendungen in der Technik

G. Naue, W. W. Schmidt, R. Scholz, P. Wolf

Die Artikelserie enthilt Ergebnisse der Turbulenzforschung des Wissenschaftsbereiches ,,Technische Stromungsmechanik” der Techni-
schen Hochschule ,,Carl Schorlemmer” Leuna-Merseburg. Die Modellierung und Berechnung turbulenter Stromungen wird mit Mehr-
parameter- und Mehrvariablenmodellen betrieben. Die drei Teile enthalten: Bilanzgleichungen u~d Modelle; Numerische Losungs-
methoden und Realisierung der speziellen Randbedingungen; Anwendung auf technische Probleme und Vergleich mit Experimenten an

Beispielen.

1. Einleitung

In den letzten Jahrzehnten wurden bedeutende Fort-
schritte in der Modellierung und Berechnung zweidimen-
sionaler turbulenter Strémungen erzielt. Die Strémungs-
mechanik ist heute in der Lage, Geschwindigkeits-, Tem-
peratur- und Konzentrationsfelder in Apparaten zu
berechnen. Auch wenn diese Berechnungen gegenwirtig
noch mit einigen Einschrinkungen verbunden sind, ist
die immer bessere Beherrschung der gekoppelten
Impuls-, Wirme- und Stofftransportprozesse nicht zu
iibersehen.

Mit dem tieferen Verstindnis der Turbulenz, welches
sich besonders durch die experimentelle Untersuchung
turbulenter Stromungen herausbildete, entstand eine
Vielzahl von Turbulenzmodellen. Ausgangspunkt fiir die
Formulierung von Turbulenzmodellen ist die Uberlegung
von Reynolds, daB die momentane Geschwindigkeit als
Uberlagerung des zeitlich gemittelten Wertes und eines
Schwankungsanteiles gebildet werden kann.

Da in der Praxis hiiufig nur die stationiren Felder von
Interesse sind, werden die zeitlich gemittelten Gleichun-
gen zur Berechnung turbulenter Stromungen benutzt.
Diese Gleichungen enthalten zusitzliche konvektive
Glieder mit den zeitlich gemittelten Produkten der
Schwankungen, deren physikalische Wirkung einer Ver-
groberung der Reibung, Wirme- und Stoffstréme iquiva-
lent ist.

Boussinesq erméglichte durch Einfiihrung einer turbu-
lenten Viskositit einen praktischen Zugang zur Formu-
lierung von Turbulenzmodellen. Dieser Weg war bestim-
mend fiir die weitere Entwicklung von Turbulenz-
modellen und wurde von Prandtl u. a. wesentlich weiter-
gefiihrt. Die Turbulenzmodelle mit turbulenter Viskosi-
tit werden hiufig zur Berechnung von Strémungen mit
Grenzschicht- und Rezirkulationscharakter angewendet.
Fiir die turbulente Viskositit stehen algebraische
Beziehungen oder abgeleitete Transportgleichungen
zur Verfiigung, deren Anwendung vom Charakter der
Stromung und von der Geometrie abhiingig sind.

Neben der Modellierung der Schwankungsbewegung als
turbulente Reibung werden auch andere Wege be-
schritten. Als Beispiele seien hier die Arbeiten von
Albring [1], der die turbulente Strémung als Uberlage-

rung einzelner Wirbelfelder auffaft und die von
Mascheck [2], der die Informationstheorie auf turbu-
lente Strémungen anwendet, genannt.

Ene weitere Moglichkeit zur Formulierung von Turbu-
lenzmodellen besteht nach Naue [3] darin, daf weitere
kinematische Variable, deren physikalische Berechtigung
aus der Strukturiertheit der turbulenten Bewegung
erklirt wird, zur Beschreibung des Turbulenzprozesses
eingefiihrt werden. Das von Naue entwickelte Turbulenz-
modell wird im weiteren als Mehrvariablenmodell der
Turbulenz bezeichnet.

In diesem Beitrag werden bekannte Turbulenzmodelle
der turbulenten Reibung vorgestellt und die beschrei-
benden Gleichungen fiir das Mehrvariablenmodell
abgeleitet. Diese Turbulenzmodelle wurden an einigen
technischen Objekten hinsichtlich ihrer Brauchbarkeit
iiberpriift. Es handelt sich hierbei um ebene Rezirkula-
tionsstrémungen in klimatisierten Riaumen sowie um
rotationssymmetrische Stromungen in Plasmarohrreak-
toren und Riihrbehiltern.

2. Beschreibende
Stromungsfelder

Gleichungen  turbulenter

Die physikalischen Vorstellungen zur Formulierung der
beschreibenden Gleichungen basieren im wesentlichen
auf den Eigenschaften turbulenter Stromungen, die
durch visuelle Beobachtungen und Messungen gewonnen
wurden. Danach sind Strémungen turbulent, wenn sie
folgende Eigenschaften besitzen [4]:

Turbulente  Strémungen sind unregelmifiig. Die
Stromungsvariablen dndern sich an einem festen Ort in
nicht reproduzierbarer Folge mit der Zeit. Jede Einzel-
messung liefert demzufolge unterschiedliche Momentan-
werte, die ein Zufallsergebnis darstellen. Die zeitlichen
Mittelwerte sind dagegen reproduzierbar. Die Momentan-
werte schwanken um einen Mittelwert.

Turbulente Stromungen sind strukturiert; ihre Grund-
elemente sind in mannigfacher Weise sich bewegende
Wirbelballen unterschiedlicher Abmessungen.

Zur Aufrechterhaltung der Wirbelbewegung wird der
Grundbewegung Energie entzogen. Diese Energie wird
kaskadenformig von den grofien Wirbelballen auf kleine
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Wirbelballen iibertragen. In den kleinsten Wirbelballen
findet die Energiedissipation statt. Die Reynolds-Zahl
der kleinsten Wirbel hat einen Wert von Re = 50 [5]. Das
Spektrum der Wirbelkaskade ist nach zwei Seiten
beschrinkt. Die Abmessungen der grofiten Wirbelballen
sind im wesentlichen von der Geometrie des Strémungs-
gebietes abhiingig. Durch die molekulare Viskositit
werden die Abmessungen der kleinsten Wirbel begrenzt.
Zur Beschreibung der turbulenten Wirbelbewegung wird
eine neue kinematische Variable, die mittlere Dreh-
geschwindigkeit eines Turbulenzelementes charakteristi-
scher Abmessung, eingefiihrt.

Turbulente Stromungen besitzen Geschwindigkeits-
schwankungen in allen Raumrichtungen.

Turbulente Strémungen sind instationire Strémungen.
Die Umsetzung dieser Eigenschaften wiirde bedeuten,
turbulente Strémungen instationir und dreidimensional
berechnen zu miissen, was heute und auch in absehbarer
Zukunft im allgemeinen als unlésbar erscheint [6].

In der Praxis interessiert nicht vordergriindig das Ver-
halten der Momentanwerte, sondern vielmehr die Felder
der zeitlichen Mittelwerte. Wenn also im weiteren von
der Berechnung turbulenter Strémungsfelder gesprochen
wird, so ist damit die Berechnung im zeitlichen Mittel
gemeint.

Ausgangspunkt fiir die Ableitung der Gleichungen im
zeitlichen Mittel sind die Erhaltungssitze fiir die Momen-
tanwerte von Masse, Impuls, Impulsmoment, Energie
und Stoff. Es wird angenommen, daf die Dichte, spezifi-
sche Wirme und das Triigheitsmoment der Turbulenz-
elemente konstant sind.

Der Momentanwert einer Stromungsvariablen (Ge-
schwindigkeit, Druck, Drehgeschwindigkeit, Tempera-
tur und Konzentration) kann in einen zeitlichen Mit-
telwert und Schwankungsanteil zerlegt werden. Unter
Beachtung der Rechenregeln fiir statistische GroBen
kénnen die folgenden zeitlich gemittelten Gleichungen
aufgeschrieben werden, wobei in Ubereinstimmung mit
den noch spiter aufzuschreibenden Modellgesetzen
vorausgesetzt wird, daf die Reibungs- und Momenten-
spannungen sowie der Wirme- und Stoffstrom durch
lineare Operatoren mit den entsprechenden Strémungs-
variablen verkniipft sind, so dab ihre zeitlich gemittelten
Schwankungsanteile verschwinden:

Kontinuititsgleichung
v _ 0 &
ox
Impulsgleichung
oy, V. }p or. o B
=)= ——+_A__Llp_oF (
p( Ja Ox;  3x; 3x; p=r¥; @
Impulsmomentengleichung L
3B, aﬁ 0, By, -
—ii —pI—1 +pM.
I(__‘_+ ) ax +ele ik pIa. M,
&)

90

Energiegleichung
BT oT dg T'v. - —
— ) — - c —1+P+ (4)
(5 ™Y ays) ox, P oox Q
J
Stofftransportgleichung e
oc  dc 0j. ocv, -
p(o tyy5—) ==l —pL 4] ®)
6)5 axj a;%

Die Gl. (2) ist die Reynoldssche Gleichung.

In den Gl. (2) bis (5) kommen neben den Mittelwerten
auch die zeitlich gemittelten Produkte der Schwan-
kungen vor, die aus den konvektiven Gliedern hervor-
gegangen sind und wie eine Erhohung der Reibung bzw.
des Wirme- und Stoffstromes wirken.

Diese Zusatzglieder sind ein Ausdruck fiir die turbu-
lenten Wechselwirkungen zwischen den stationiren
Feldern und Schwankungen. Das Gleichungssystem (1)
bis (5) ist unbestimmt, da fiir die zeitlich gemittelten
Produkte der Schwankungen keine Gleichungen existie-
ren. Gegenstand der bisherigen und kiinftigen Modellie-
rung ist es, geeignete Ansitze fiir die turbulenten Wech-
selwirkungen zu finden.

3. Modellierung der turbulenten Wechselwir-
kungen
3.1. Nutzung von turbulenten Transportkoeffizienten

auf der Grundlage eines symmetrischen Spannungs-
ansatzes

Die bei turbulenten Stromungen durch die Schwan-
kungsbewegungen hervorgerufenen wesentlich inten-
siveren Transportvorginge fiir Impuls, Wirme und Stoff
konnen durch die Einfilhrung turbulenter Transport-
koeffizienten beschrieben werden. Fiir die scheinbare
Erh6hung der Reibung wurde -von Boussinesq bei turbu-
lenten Strémungen in Anlehnung an den Newtonschen-
Spannungsansatz
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eingefiihrt. Boussinesq ging dabei von der Vorstellung
aus, daB in der turbulenten Strémung die Wirbelbewe-
gung der Fluidelemente den wesentlichen Impulsquer-
transport verursacht. Diesen Impulsquertransport stellte
er durch eine verinderte Viskositit und die Querablei-
tung der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit dar. Die
turbulente Viskositit ist vom Ort und von der zeitlich
gemittelten Geschwindigkeit abhingig.
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Bei der laminaren Stromung wird im Vergleich dazu der
Impulsquertransport durch die Bewegung der Molekiile
(bzw. Atome) des Fluids hervorgerufen und mit dem
Spannungsansatz
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beschrieben.

Die Verallgemeinerung des Boussinesq-Ansatzes fiihrt in
Analogie zum Newtonschen-Spannungsansatz zu:
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Durch die Verwendung eines symmetrischen Tensors fiir
die turbulenten Reibungsspannungen 7y;; ist die Impuls-
momentengleichung (3) identisch erfiillt.

Aus der Ahnlichkeit zwischen turbulentem Impuls-,
Wirme- und Stofftransport (Reynolds-Analogie) erhilt
man fiir den turbulenten Warme- und Stoffstrom
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Fiihrt man die turbulente Prandtl- und Schmidt-Zahl ein,
so kénnen die turbulenten Transportkoeffizienten fiir
den Wirme- und Stoffstrom durch die turbulente Visko-
sitiit ersetzt werden
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Gegenstand der weiteren Modellierung ist die Bestim
mung der turbulenten Viskositit.

Prandtl [7] fand mit der von ihm entwickelten
Mischungswegtheorie, die die Vermischung benachbarter

Turbulenzelemente beschreibt, einen brauchbaren
Ansatz fiir die turbulente Viskositit.
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wobei lp, der mittlere Weg (Mischungsweg) ist, der von
den Turbulenzelementen quer zur Strémungsrichtung
bis zu ihrer Auflésung zuriickgelegt wird. Fiir wand-
parallele Stromungen gilt bei geniigend grofem Wand-
abstand

Im=ky (14)

Mit dem Mischungswegansatz (13) und (14) kdnnen tur-
bulente Stromungen mit Grenzschichtcharakter in guter
Ubereinstimmung mit Messungen berechnet werden.
wiihrend er bei der freien Turbulenz versagt. Prandtl [8
fihrte deshalb, unabhingig von Kolmogorov [9], eine
neue Variable, die spezifische kinetische Turbulenz-
energie

k—lhm (15)

zur Berechnung der turbulenten Viskositét mit
1/2
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ein, wobei | ein Lingenmafstab der Turbulenzelemente
ist und sich durch eine Konstante von ly, unterscheidet.
Die Transportgleichung fiir die kinetische Turbulenz-
energie kann aus dem Impulssatz und der Reynoldsschen
Gleichung hergeleitet werden. Man erhilt dann
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Der LingenmaBstab 1 li6t sich mit Hilfe einer weiteren
Variablen, der spezifischen Dissipation der Turbulenz-
energie
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implizit berechnen. Fiir hohe 6rtliche Reynolds-Zahlen
gilt
k3/2

e~ 19)

Der Zusammenhang zwischen vt k und € wird durch die
modifizierte Prandtl-Kolmogorov-Beziehung beschrieben
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Mit den Gl.-en (7) bis (8) und weiteren Vorstellungen
iber die Modellierung der Dreifachkorrelation und
Druckdiffusion nach Launder und Spalding [10] sowie
der Zweifachkorrelation durch dufere Feldkrifte (z. B.
infolge thermischen Auftriebs) nach Scholz [11] erhilt
man folgende Transportgleichung fiir die spezifische
kinetische Turbulenzenergie

T a6 )

] v oV,

— ] + v, L1

axj ax’ axj
v, oT 21

+__v.L) _e+gjﬁvL—— 1)
axi Prt axj

Auf dhnliche Weise gelangt man zu einer Transportglei-
chung fiir die spezifische Dissipation der Turbulenz-
energie [12] bis [14].
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Bei der Einfilhrung von AbschluBhypothesen sind empi-
rische Funktionen notwendig, die allerdings hiufig als
Konstanten verwendet werden. Die Konstanten cp, cj,
c2 und c3, die fiir die entwickelte turbulente Strémung
gelten und aus der Betrachtung einfacher Strémungen
und Modellparameterstudien gewonnen wurden [15],
konnten auch mit Erfolg fiir Rezirkulationsstrdmungen
benutzt werden [11], [16].

Das Turbulenzmodell (20) bis (22) verwendet zur
Berechnung der turbulenten Viskositit die 2 skalaren
Parameter k und €. Unter Verwendung der spezifischen
kinetischen Turbulenzenergie und des Quadrates der
urspriinglich von Kolmogorov vorgeschlagenen zweiten
Turbulenzvariablen
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CIdCLLL. MAAIUR WHU LI UST lupulsmomentengieicnung
(3) der Tensor der Gesamtmomentenspannungen ein-

gefiihrt
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