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Selbsterregte Schwingungen eines Systems mit mehreren
Reibflichen

G. Duntchev

In dieser Arbeit werden die fast-harmonischen selbsterregten Schwingungen eines Reibschwingers untersucht.
Der Schwinger besitzt zwei Energiekandle (Reibflichen) und die Reibkrifte sind von den Relativgeschwindig-
keiten der Reibpartner abhéngig. Die allgemeinen Uberlegungen werden durch ein konkretes Beispiel illustriert.
Zwei wichtige technische Anwendungen der Ergebnisse sind auch angegeben.

1 Einleitung

In der Schwingungslehre werden Reibschwinger mit einer Reibfliche (Energiekanal) untersucht (s. z.B. Magnus
und Popp, 2002; Kononenko, 1964, 1980). In Maschinen gibt es auch Bauteile, die nicht nur eine, sondern zwei
oder mehrere Reibflichen (Energickanidle) besitzen. Durch eine Reibfliche kann Energie von auflen dem
Schwinger zugefiihrt werden und gleichzeitig kann durch die andere Reibfldache die Energie von dem Schwinger
abgefiihrt werden (fallende bzw. steigende Reibkennlinie). In dieser Arbeit wird ein Reibschwinger solcher Art
untersucht, der zwei Reibflichen (Energiekanéle oder Energiespeicher) besitzt.

2 Das Modell

Bild 1 zeigt das betrachtete Modell. Zwischen zwei Rollen 1 und 2 befindet sich der Korper 3, der iiber eine Fe-
der 4 und einen Dampfer 5 mit der festen Umgebung verbunden ist und nur eine Bewegung in vertikaler Rich-
tung ausfiihren kann. Die Rollen werden durch zwei Motoren 6 und 7 angetrieben. Zwischen den Rollen und
dem Korper herrscht trockene Reibung.

Bild 1. Reibschwinger mit zwei Reibfldchen
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Die benutzten Bezeichnungen sind:

m - Masse des Korpers,
J; - Tragheitsmoment der Motoren mit den Rollen (i = 1,2),

¢ - Federkonstante,

b - Dampfungskonstante des Dampfers,

N; - Normalkraft zwischen den Rollen und dem Kérper (i =1 ,2),
R; - Reibungskrifte (i = 1,2),

M; - Betriebsmoment der Motoren (i = 1,2),

7 - Radius der Rollen,

@; - Drehkoordinate der Rotoren der Motoren (7 = 1,2),

x - Bewegungskoordinate des Korpers,
v; = r¢; - Umfangsgeschwindigkeit der Rollen (i = 1,2).

Im Gegensatz zu den Modellen aus Magnus und Popp (2002), Kononenko (1964, 1980) werden hier zwei Ener-
giekaniéle betrachtet (s. z. B. Duntchev, 1994; Casini und Vestroni, 2003). Dies spielt eine wichtige Rolle fiir die
moglichen Schwingungen des Systems. Die Reibungskréifte hidngen von den Relativgeschwindigkeiten
Vyer; = (v; —X) ab, mit R; nach Bild 2.

A R,

Vl (VZ ) vz

Bild 2. Reibkennlinie

3 Bewegungsgleichungen, stationire Amplitude

Die Bewegungsgleichungen werden nach Bild 3 aufgestellt. Es werden zwei Moglichkeiten der Winkelge-
schwindigkeitsrichtungen betrachtet: ¢, und ¢, sind entweder entgegen- oder gleichgerichtet.

Falls die Winkelgeschwindigkeiten entgegen gerichtet sind, lauten die Bewegungsgleichungen

Jioy =M, —rRy,
J20y =M, —1Ry, )
mX=—-cx—bx+ R, +R,.

Es wird angenommen, dass x <<v; gilt, so dass die Reibungskrifte R, und R, in Taylor-Reihen nach der Ge-

schwindigkeit x entwickelt werden kdnnen:

. Rl ., R.
R, =R,y —Rjx+ 2‘ xz—?le,

2)

R” "

_d()

worin () =
v
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Bild 3. Freikorperbild des Schwingers

Mit M, =M, —b,¢; und M, =M,,—b,¢p, ,(M,y,M,y,b,,b, = konst) sowie Einsetzen von (2) in (1) erhilt
man die Bewegungsgleichungen

I . . R” . Rw )
J1¢y =My —b¢; — 1Ry +rR{x—rTlx2 +%x3,

.. . . IR . R
JH9, =M20—b2(p2—rR20+rR§x—r72x2 +VT2X3, 3)

mi +cx = —bx+(Ryg + Ryp)— (R] + Ré)ic+%(R1"+R§’ x? —%(R;u Ry
Falls die Winkelgeschwindigkeiten gleichgerichtet sind, lauten die Bewegungsgleichungen

Jio, =M, -rR,,
J20y =M, —1Ry, “4)

mx=—-cx—bx+ R, —R,.

Weilnun v, = (v, —x) und v,,, , = (v, +x) gilt, liefert eine Taylor- Entwicklung :

6
5
o R ®)
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Einsetzen von (5) in (4) liefert

. . . ¥R/ . R .
J1¢y =My —b§y — 1Ry +Vfo_rTlx2 —%XS,

. . . Ry . R .
J2®y =My —bypy — 1Ry +rRéx—r72x2 —%x3, (6)

.. . ! o 1 .
mx +cx =—bx+(Ryy — Ryy) — (R] +R§)x+E(R1"—R§ x? —E(Rl"'+ Ry

Die Gleichungssysteme (3) und (6) haben gleiche Struktur, so dass die allgemeine Schreibweise

.. . X RH . R," )
J1¢y =My —b¢, — 1Ry +rR{x_rTlxz - r61 i,

- . . R” . Rm )
Jz(Pz:Mzo—bz(pz—rR20+rRéx_r72x2 _”sz3’ o

. . .1 o 1 .
mx+cx =—bx+ (R £ Ryy)— (R +Ré)x+5(R1"iRé’ 2 —E(Rl"'—i-R”')x3
gilt. Durch das hergeleitete Gleichungssystem (7) konnen jetzt die moglichen Schwingungen, der Einfluss des
Motorgetriebes auf die Schwingungen und andere mechanische Vorginge untersucht werden.
Sehr oft in der technischen Praxis kann der Einfluss der Schwingungen des Korpers auf die Drehung der Moto-
ren vernachlédssigt werden (Kononenko, 1964). Dann kann die dritte Gleichung von (3) unabhéngig von den bei-

den ersten Gleichungen betrachtet werden.

Nach Umformen nimmt diese Gleichung die Form

X+ k2x=ny —mx+n,x* —nyx’ )

an mit den Koeffizienten

c R,tR b+R| + R,
kz:%’ no = 10m 2 "y = ’1" 2
©)
14 n m m
R+ R} R'+ R}
I’l2 =, n3 = .
2m 6m

Die Gleichung (8) (und ihre Losung) ist dhnlich der bekannten Bewegungsgleichung des Reibschwingers

(Magnus und Popp, 2002; Kononenko, 1980) mit stationdrer Amplitude « :; -~ mit einem wichtigen
3

Unterschied: die Koeffizienten 7, und 7, hingen von zwei Parametern ab, und mit (9) ist die Amplitude

azz _b+R1+R2 (10)
k R+ R}
Sehr oft ist b vernachlissigbar und dann folgt
R+ R,
a=2 | Rtk (11
k\ R'+R)
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4 Ergebnisse

Die Analyse der Gleichung (9) und der Ausdruck fiir die Amplitude (11) zeigen:

- Selbsterregte Schwingungen sind unabhéngig von der Richtung der Energiezufuhr (Energieabfuhr).
Diese Richtungen bestimmen nur die Gleichgewichtslage des Schwingers ( Koeffizient n, ).

- Unabhingig von der Richtung der Energiezufuhr werden die Koeffizienten n, und n; immer durch
Addition der hoheren Ableitungen R{,R),R;" und R] bestimmt.

- Die Amplitude a hingt von (R[+Rj;) ab. Wie in Bild 2 aufgezeigt ist, gibt es dafiir verschiedene
Moglichkeiten:
Im Fall R <0 und R <0 (fallende Reibkennlinien) sind Schwingungen des Koérpers moglich

(a+0).
Eine andere Moglichkeit ist R <0 ; R, >0 (fallende bzw. steigende Reibkennlinie). Wéhrend fiir
|Rl’| >|R§| dann auch Schwingungen moglich sind (a #0), sind sie fiir |R1’| <|R§| ausgeschlossen
(a=0).

5 Technische Anwendungen der Ergebnisse am konkreten Beispiel

Als Anwendungsbeispiel wird der Schwinger in Bild 4. betrachtet. Ein Korper vom Gewicht G = mg und Trég-
heitsmoment J beziiglich des Schwerpunktes S stiitzt sich auf zwei Rollen ab. Die Rollen drehen sich in den
gezeigten Richtungen mit konstanten Winkelgeschwindigkeiten ®,; und ®, (die Umfangsgeschwindigkeiten

sind v; und v, ). Die Hohe des Schwerpunktes ist %, der Abstand O,0, = 2/. Die Reibungszahlen zwischen den
Rollen und dem Kérper sind p; und p, , die Normal- und die Reibungskréfte sind N, N, und R|, R,.

i

X
mg

S
» X
Nz :h

Bild 4. Reibschwinger

Dieser Schwinger besitzt zwei Energiekanéle. Die Energiezufuhr von den Rollen zum Kérper wird durch die
beiden Reibungskrifte realisiert. Dabei kann das System ohne duflere Feder betrieben werden. Die bendtige
Riickstellkraft ist die Differenz (R, —R,) zwischen beiden Reibungskriften.

Das System hat noch eine Besonderheit derart, dass die Eigenkreisfrequenz k*im Fall ohne duBere Feder nicht
von der Masse m des Kdrpers abhéngt.
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Fiir den Fall p, =, =p = const (Coulombsche Reibung) ergibt sich fiir diesen Fall die Bewegungsgleichung in
x-Richtung zu

$+k*x=0 mit k2=—H (12)
({ £ph)

Gleichung (12) beschreibt die freien Schwingungen des Korpers. Da der Luftwiderstand sehr klein ist, wird der
Korper lange Zeit schwingen. Experimente zeigen aber, dass unter bestimmten Bedingungen die Schwingungen
verschwinden, wihrend sie unter anderen Bedingungen (als selbsterregte Schwingungen) existieren. Daraus
folgt, dass die Annahme Coulombscher Reibung nicht alle Phdnomene dieses Schwingungssystems richtig erkla-
ren kann.

5.1 Bewegungsgleichung des Schwingers
Im x, y —Koordinatensystem (siche Bild 4) liefern Kréfte- und Momentenbilanz
my=0=N,+N,-mg, (13)

Aus den beiden letzen Gleichungen in (13) sind die Reibungskrifte zu

l—x—h
Ry = Hlmg—uz >
20— h(py +1y)
(14)
[ +x—hp,
Ry =pymg ———
[=h(py +12)
bestimmbar. Einsetzen von (14) in die erste Gleichung von (13) liefert
. (ul—uz)l—(uﬁuz)x. (15)

20— h(py +py)

Werden jetzt die Reibungszahlen in Taylor-Reihen nach der Geschwindigkeit x entwickelt und nur die ersten
drei Glieder beriicksichtigt, ergibt sich

"

o Mo MY s
= X +—x" ——x,
My =M~ > 6
(16)
. ” . " . . d .
Wy = Lo +u’2x+ﬁx2 R g3 , worin (.)' = ﬁ
2 6 v
Einsetzen von (16) in (15) und Umformen liefert die Bewegungsgleichung in der endgiiltigen Form
X4 k20 = ng +m %+ nyX? +nyX0 + X% + quxk? + qaxiS + piix+ py¥nt + pyin’ (17)
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mit den Koeffizienten

gl 8, n, gl
K ===(Hy9 +H2)s gy =—=—(uy+13), ny ==(lyo + HK)>
a 2a a
" " l ’ r h ’ r
q3 :—i(m—ﬂz > n :—g—(M1+H2), P =——(1 —H13), (18)
6a a a
l n n h n n l m "
’72:&(“14‘“2)» Dy =— (U] +13), ”3:—g—(H1+H2),
2a 2a 6a
h m m g ’ ’
D3 =—a(u1—uz ) q, =—;(u1—uz), a=21—h(uy + )

Die hergeleitete Bewegungsgleichung erlaubt die Untersuchung selbsterregter Schwingungen des Systems. Wie
diese Untersuchungen (s. Kap. 5.2) zeigen, hdngen die resultierenden Schwingungen in erster Naherung nur von
den Koeffizienten ny ,n;, n; in (17) ab, die gemaf (18) alle durch Summen hdherer Ableitungen der Reibwerte
unabhéngig von der Geschwindigkeitsrichtung gekennzeichnet sind.

5.2 Schwingungen des Systems

Es werden nur die stationdren Schwingungen betrachtet. Die Bewegungsgleichung (17) wird mit der Methode
der langsam verdnderlichen Amplitude geldst. Die stationdre Amplitude und die Frequenz der selbsterregten
Schwingungen sind

a= 2\/_ 6[27F Al + 1o )J’(Hi :H'z) (19)
g(lvllo +H20)(H1 +H2)

i 8o+ (20)
21$h(“10 +H20) .

Wenn p, =p, und v, =v, gilt (Unfangsgeschwindigkeiten der Rollen sind gleich), dann liefert dies
Hip =Moo = Hosky =My =M5uy=py =p". 21

Einsetzen von (21 ) in ( 19 ) und ( 20 ) fiihrt auf

a=2 |- 80T o) W (22)
8l [

k2= _gHo . (23)
[ F hpg

Fiir 7 << nehmen (19), (20), (22) und (23) die Form

V4 \/_ Mirwy) 24)
g(Kyp + R (1 + 15

k2= g(Hloz‘; Ha) ’ (25)

a4 |- W (26)
2gpon”

k> :% 27)
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an. Die Amplitude und die Frequenz héingen von der Lage des Schwerpunktes des Korpers ab. Das
Minuszeichen in (19), (20), (22) und (23) gilt fir yg=hA>0 (der Schwerpunkt S liegt oberhalb der

Beriihrungsebene zwischen der Rollen und dem Korper) und das Pluszeichen fiir yg =4 <0.

Fiir positive Werte von & gibt es zwei Moglichkeiten: Ist 2/ —h(u10+ u20)>0, so ist k*>0und die

Schwingungen existieren. Fiir den Fall 2/— h(Hlo + Ly ) <0ist k% <0 und Schwingungen sind dann unméglich.

Der Korper fiihrt eine Scheibenbewegung aus, mit y # 0 und ¢ # 0. Fiir negative Werte von / gilt immer

k* >0, und die Schwingungen konnen existieren.

Selbstverstdndlich muss der Schwinger im fallenden Bereich der Reibkennlinie arbeiten, damit die
Schwingungen iiberhaupt existieren (siche Kap. 4.).

Aus den hergeleiteten Ausdriicken in (17) bis (27) folgt auBerdem, dass

- die Amplitude und die Frequenz nicht von der Masse des Schwingers abhdngen und
- flr A <</ die Amplitude und die Frequenz vor allem vom Abstand / beeinflusst werden, wobei die
Amplitude relativ grof3 wird und die Frequenz niedrig.

5.3 Technische Anwendungen der Ergebnisse
5.3.1 Bestimmung der Reibkennlinie

Die Vermessung trockener Reibung auf einem Labor-Priifstand hat nach wie vor groBe Bedeutung fiir die
technische Praxis (Brandl, 2000). Das vorgestellte System ist dafiir sehr geeignet.

Durch Messung der Frequenz k*(v,) fiir verschiedene Umfangsgeschwindigkeiten v, kann ndmlich
experimentell der fallende Bereich der Reibkennlinie einfach festgestellt werden (s. Bild 5 ).

Aus (27) folgt py(v)) = kz(vl)i . Weiter kann mit diesen schon bekannten Werten dann der fallende Bereich
g

der Reibkennlinie approximiert werden. Bei einer Geschwindigkeit v* verschwinden die Schwingungen
(1" =0) und p, nimmt seinen minimalen Wert an. Wenn v >v* ist, sind keine Schwingungen mehr méglich.

Trotzdem kann man auch den steigenden Bereich der Reibkennlinie feststellen. Eine von beiden Rollen wird mit
ihrer Geschwindigkeit im fallenden Bereich der Reibkennlinie festgelegt (Umfangsgeschwindigkeit der Rolle ist

i, s. Bild 5 ); die Geschwindigkeit v, der anderen Rolle dagegen im steigenden Bereich verdndert. Wenn dann
die Schwingungen verschwinden, gilt p,(v;)=py(v,) und man kann so experimentell zunéchst
Lo (v,) feststellen.

Aﬂzﬂo

Vy, —p

Bild 5. Bestimmung der Reibkennlinie
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Anschlieend wird v, der anderen Rolle im steigenden Bereich verdndert, und wenn die Schwingungen erneut

verschwinden, dann gilt p,(v,) = py(v,) . So kann man auch experimentell p,(v,) feststellen.

Da die Kreisfrequenz niedrig ist, kann man sie mit groBerer Genauigkeit messen und damit auch die
Reibkennlinie genauer bestimmen.

" m "

. . o . L ' . .
Die fiir den Schwingungsvorgang wichtigste Grofe ist HTH2 (L) Sie kann ebenfalls bestimmt
Hi+H u

werden. Aus (20) folgt ndmlich

8Ky + 1) ) (28)

21F h(uyo +Hao) = 2

Setzt man (28) in (19) ein, erhédlt man

[} ] 2 ' 2 2
a2 gty Mtpy ekt B gkt 29)

K\  pi+ps ui+ps 24 o247

5.3.2 Niedrigfrequenter Schwingungszustand

Harmonische Schwingungen mit niedrigen Frequenzen zu realisieren ist eine schwere Aufgabe der Messtechnik.
Mit dem betrachtetem Reibschwinger kdnnen fast-harmonische Schwingungen mit sehr niedrigen Frequenzen

einfach realisiert werden. Mit /=0,5(m),s = 0,1(m), ;g =Ky =Ho =0,2 und g=9,81 [%) beispielweise
s

2,02 . . .
berechnet sich die Kreisfrequenz &k zu k= w: (s™). Die Periode ist
1¥0,1(0,2+0,2) |1,94

T= 2 = 2 ~ 2 ~ 3,14(s) und fiir die Frequenz erhélt man f = 1 = L ~ 0,319(Hz).
k2,02 19% T 314

Dabei besitzt der Schwinger eine sehr niitzliche Eigenschaft, dass ndmlich die Frequenz unabhingig von der
Masse wird.

6 Zusammenfassung

Gegenstand der Arbeit ist die Untersuchung eines Reibschwingers mit zwei Energiekanidlen. Dabei zeigt sich,
dass - unabhingig von den Richtungen der Energiezufuhr - die Koeffizienten der Bewegungsgleichung durch
Addition der hoheren Ableitungen der Reibungskrifte (Reibungszahlen) bestimmt werden kdnnen. Man kann
zeigen, dass bei Systemen mit mehreren Energiespeichern diese Regel immer gilt. Der Einfluss der
Geschwindigkeit der Energiezufuhr (der Energieabfuhr) auf den Schwingungsvorgang wird auch im Detail
erklirt. Die allgemeinen Uberlegungen sind durch ein konkretes Beispiel illustriert. Es wird veranschaulicht, wie
die Ergebnisse dieser Untersuchung praktisch angewendet werden kdnnen.
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