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Chaos-Polynome in der probabilistischen Sicherheitsanalyse von
Stabtragwerken

J. Bichounek, H. Grolik, S. Herz

Die Arbeit verbindet die im Konstruktiven Ingenieurbau beim Bemessen von Stabtragwerken allgemein iibliche
Deformationsmethode mit modernen Ergebnissen der Stochastik: Zufillige Unsicherheiten der Bemessungs-
grofien (Materialparameter, Belastung) werden tiber WIENER-HERMITE-Polynome in orthonormierten GAUSS-
schen Zufallsgréfien erfasst. Der Vorzug des neuartigen Zugangs zur probabilistischen Sicherheitsanalyse von
Stabtragwerken besteht vor allem darin, dass das Rechenverfahren der Deformationsmethode im Grundsatz
erhalten bleibt. Dies kommt das den Bediirfnissen der Praxis entgegen. Das Verfahren liefert die analytische
Darstellung der sicherheitsrelevanten Ausgangsgrofien (Knotenverschiebungen, Spannungen) als Polynome
GAuUsSscher Zufallsgrofien. Der Einfluss von Parameterunschdrfen kann beurteilt werden. Ferner lassen sich die
statistischen Momente der Ausgangsgrofsen und die Versagenswahrscheinlichkeit P, ableiten. Dies ermoglicht

eine breitere Sicht auf das Verhalten eines Tragwerks bei unsicheren Bemessungsgrofien. Die Methode wird
durch Beispiele illustriert. Vom Standpunkt der Mechanik wird die Plausibilitit der benutzten Ansdtze
untersucht. Ferner dienen die erweiterten Moglichkeiten der probabilistischen Analyse zu Aussagen dariiber,
wie Verdnderungen von Konstruktionsparametern und die Lage der Schnittstelle auf die Tragwerkssicherheit
wirken. Zur Bestimmung von P, bietet sich die Monte-Carlo-Methode an. Zur Varianzreduktion wird neben der

importance-sampling-Technik ein KALMAN-Filter eingesetzt.

1 Einfiihrung

Die mathematische Modellierung vieler physikalisch-technischer Systeme wird heutigen Anspriichen an Wirk-
lichkeitsndhe nur dann gerecht, wenn sie der Unbestimmtheit von Systemparametern Rechnung tragt. Haufig
wird es sich dabei um ihre natiirliche, von zufilligen Messfehlern {iberlagerte Variabilitit handeln. In anderen
Féllen um duBere Einwirkungen, die nicht mit letzter Sicherheit quantifizierbar sind. Auf diese beiden Arten von
Unbestimmtheit st63t man auch im konstruktiven Ingenieurbau. So muss die Tragwerksstatik die Sicherheit von
Konstruktionen gewéhrleisten, obwohl die Bemessungsparameter mehr oder weniger unbestimmt sind. Zufillige
Fluktuationen von Stoff- oder Geometriegroflen sind bei der Bemessung ebenso zu beriicksichtigen wie die
Unsicherheit der Lastannahmen. Die zur Bewiltigung dieses Problems eingesetzten Methoden sind vielgestaltig.
Eine grobe Einteilung unterscheidet statistische von deterministischen Ansdtzen. In Deutschland vollzieht sich
zur Zeit ein Ubergang zu Normen, welche die Bemessung nach Grenzzustinden mit Teilsicherheitsbeiwerten
vorschreiben. Diese erfassen die Unbestimmtheiten bei Belastung und Widerstand der Konstruktion. Das
probabilistische Sicherheitskonzept, dem die Forschung gegenwirtig besondere Aufmerksamkeit widmet, geht
von der Annahme aus, dass sich sowohl die natiirliche Variabilitdt gewisser Groflen als auch unsichere
Parameter-Annahmen mit Methoden der Stochastik beschreiben lassen (Ditlevsen und Madsen, 1996). Wahrend
das gegenwirtig angewandte baupraktische Sicherheitskonzept stochastische Methoden umgeht, trigt das
probabilistische Vorgehen der Unbestimmtheit von Bemessungsgroflen in mathematisch addquater Weise Rech-
nung. Als Mal} der Tragwerkssicherheit dient hier die Versagenswahrscheinlichkeit P,. Diese Methode ist

leistungsfahiger. Sie deckt Einfliisse von Konstruktionsparametern auf, die beim herkdmmlichen Vorgehen in
dieser Deutlichkeit nicht sichtbar werden. AuBerdem werden die Sicherheitsbeiwerte zu einem Gegenstand der
Theorie. Die tiefergehende Risikoanalyse wird durch das Vordringen elektronischer Rechner begiinstigt und hat
auch wirtschaftliche Griinde.

Die in der Tradition von MAYER, FREUDENTHAL u.a. (s. z.B. Mayer, 1926, Freudental, 1947) stehende
probabilistische Theorie der Tragwerkssicherheit nach RACKWITZ und FIESSLER (s. z.B. FieBler u. a., 1976,
Rackwitz, 1977) ermittelt die Versagenswahrscheinlichkeit von Tragwerken auf einem Wege, der allgemein von
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgezeichnet wird. Dem geméf steht die Wahrscheinlichkeitsdichte f5; des
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Vektors B der zufilligen Bemessungsgroflen im Mittelpunkt. Mit Hilfe der Grenzzustandsfunktion g wird der
Versagensbereich

V:{I;‘g(l;)<0} @

definiert. SchlieBlich ergibt sich die Versagenswahrscheinlichkeit aus
P, = Plg(B)<0) = .[fé (b)db . )
v

Dabei bezeichnet b die Realisierungen von B . Die Auswertung des Integrals (2) ist das Grundproblem der
klassischen probabilistischen Sicherheitstheorie. Eine analytische Behandlung ist nur bei normalverteilten
Bemessungsgroflen und einer linearen Grenzzustandsfunktion moglich (Spaethe, 1992, Schneider, 1995,
Melcher, 1999). In allen anderen Féllen 148t sich das Integral nur ndherungsweise auswerten (Spaethe, 1992,
Sudret, Der Kiureghian, 2002, Melcher, 1999). Neben herkommlichen Quadraturmethoden, die allerdings nur
dann praktikabel sind, wenn die Zahl der Integrationsvariablen nicht groBer als 5 oder 6 ist (Spaethe, 1992,
Melcher, 1999), kommt die Monte-Carlo-Methode in Betracht. Bei einer weit verbreiteten Methode geht man
jedoch im Integranden und in der Grenzzustandsfunktion zu geeignet gewéhlten normalverteilten Zufallsgroflen

iiber. So wird B im Zuge des RACKWITZ-FIESSLER-Algorithmus mit Hilfe einer eineindeutigen Transforma-
tion y= T(b) auf eine Menge standard-normalverteilter ZufallsgrofBen Y abgebildet. Ist diese Transformation

gewidhlt, liefert ein iteratives Optimierungsverfahren den Bemessungspunkt iiber den kiirzesten Abstand der
Tangentialhyperebene an die Grenzzustandsfunktion vom Ursprung. Daraus ergibt sich der Sicherheitsindex £ .

Aus ihm folgt schlieBlich P,. Die Transformation beeinflusst den Wert von P, (Ditlevsen, Madsen, 1996).

AuBerdem treten bei dieser Vorgehensweise solche Verfahren wie die Deformationsmethode, die beim Bemes-
sen von Stabtragwerken zum Standard des Konstruktiven Ingenieurbaus zihlen, vordergriindig nicht in Erschei-
nung. Dies entspricht nicht den Denkgewohnheiten des Berufsstandes und diirfte die Akzeptanz der Methode
mindern.

In neuerer Zeit sind daher andere Zugénge zum Sicherheitsproblem aufgezeigt worden. In Umrissen wird eine
zweite Hauptrichtung der probabilistischen Sicherheitstheorie von Stabtragwerken sichtbar. Sie geht vom
System der Elastizititsgleichungen aus, das in der Entwurfspraxis eine zentrale Rolle spielt. Die im System
enthaltenen unbestimmten Geometrie-, Material- und Belastungsparameter werden als ZufallsgroBen behandelt.
So entsteht ein zufilliges Gleichungssystem, bei dem sowohl die Koeffizientenmatrix als auch der Vektor der
rechten Seiten zuféllig sind. Zur Behandlung dieser Aufgabe bevorzugen MAREK u.a. (Marek, Gustar, Anagnos,
1996, Marek, Gustar, Bathon, 1998) die Monte-Carlo-Simulation. Sie generieren Realisierungen der zufilligen
Bemessungsgrofien und ermitteln daraus eine Losung des Systems. Eine grof8e Zahl von Versuchen liefert eine
aussagekraftige Statistik der Versagensfélle. Daraus 146t sich P, ableiten. KLEIBER und HIEN behandeln das

Problem auf der Basis einer Stérungsrechnung mit TAYLOR-Entwicklungen (Kleiber, Hien, 1992). Thre Methode
liefert als wichtige statistische Kenngrofen die Momente erster und zweiter Ordnung und ermoglicht Sensi-
tivitdtsuntersuchungen. Eine dritte Vorgehensweise wird in diesem Beitrag beschrieben. Sie geht von der
Deformationsmethode aus. Indem auf die von N. WIENER eingefiihrte Chaos-Zerlegung zuriickgegriffen wird,
folgt sie dem Weg der von GHANEM und SPANOS auf dem Gebiet der FEM beschritten worden ist (Ghanem,
Spanos, 1991) Die Methode liefert die sicherheitsrelevante Ausgangsgrofie (z.B. die Spannung im kritischen
Querschnitt) als Polynom GAUSSscher Zufallsgrofen in analytischer Darstellung. Daraus lassen sich die
statistischen Momente (z.B. Erwartungswert und Dispersion) und die Versagenswahrscheinlichkeit P, ableiten.

Fur die Ermittlung von P, bietet sich die Monte-Carlo-Simulation an. Ferner ist es moglich, den Einfluss von

Parameterunschérfen auf die Tragwerkssicherheit analytisch zu untersuchen. Bei diesem Vorgehen bleibt die
dem konstruktiv titigen Ingenieur vertraute Vorgehensweise in den Grundziigen erhalten. Dies erleichtert den
Zugang zur qualitativ neuen probabilistischen Denkweise.

Die Vorstellungen werden nachfolgend niher ausgefiihrt. Im Abschnitt 2 werden die klassische Deformations-
methode und moderne Ergebnisse der Stochastik zu einem neuartigen probabilistischen Analyseverfahren ver-
bunden. Die Deformationsmethode spielt bei der deterministischen Modellierung von Stabtragwerken eine zen-
trale Rolle. Sie ist numerisch leicht handhabbar und liefert genaue Ergebnisse. Viele Berechnungsprogramme fiir
Stabwerke beruhen auf dieser Grundlage. Aufgrund der nachgewiesenen Leistungsfihigkeit wird die Methode
auch kiinftig ihren Stellenwert behalten. Die Deformationsmethode sollte daher auch bei der stochastischen
Modellierung von Stabtragwerken eine angemessene Beriicksichtigung finden. Thr Einsatz erweitert den theore-
tischen Apparat zur Behandlung des Sicherheitsproblems von Stabtragwerken um eine neue Richtung. Sie ist fiir
den Praktiker bedeutsam, wurde aber bisher noch nicht ausreichend untersucht.
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Nachdem im Abschnitt 3 mdgliche Ansitze fiir die zufilligen Bemessungsgrofen (Basisgroflen) angesprochen
worden sind, wird im Abschnitt 4 ein zufilliges Gleichungssystem behandelt, das aus dem System der
Elastizitdtsgleichungen der Deformationsmethode hervorgeht. Zur Losung dieses Systems werden die Defor-
mationsgroBen als Ansatz in HERMITEschen Polynomen GAUSSscher Zufallsgéen modelliert (sh. Gl. (24)
unten). Zur Bestimmung der (nicht zufdlligen) Ansatz-Koeffizienten wird aus dem zufélligen System ein deter-
ministisches lineares Gleichungssystem hergeleitet. Mallgebend ist die Forderung, dass die Differenz zwischen
der exakten Losung und der Ndherung orthogonal zu den Ansatzfunktionen ist. Im Abschnitt 5 wird am Beispiel
eines Stabtragwerks aus Stahl untersucht, wie sich Unschirfen der Bemessungsparameter (speziell von E-
Moduln und Belastungen) und eine andere Lage der kritischen Schnittstelle auf P, auswirken. Im Laufe des

Entwurfsprozesses ist es oftmals erforderlich, zu Stiben mit anderen Geometrieparametern iiberzugehen. Weil
dies den Wert von P, beeinflusst, wird die Frage behandelt, welche Verdnderungen nichtzufilliger Geometrie-

parameter zuldssig sind, wenn das Sicherheitsniveau des Systems erhalten bleiben soll. Schlielich wird im
Abschnitt 6 die Genauigkeit der probabilistischen Analyse untersucht. Sie hidngt vom jeweils benutzten Losungs-
ansatz ab. Durch den Vergleich mit Resultaten kommerzieller Bemessungsprogramme wird diskutiert, inwiefern
der Ansatz das mechanische Verhalten des Systems unter variierenden Bemessungsparametern zutreffend wider-
spiegelt. Der Grenzzustand wird als Erreichen eines Grenzwertes an einem vorgegebenen Tragwerkspunkt
definiert.

2 Einige Grundlagen aus Mechanik und Stochastik
Die bei Stabtragwerken iibliche Bemessungspraxis geht vom System der Elastizititsgleichungen
K-x=q (€)

der Deformationsmethode aus. Ist #» die geometrische Unbestimmtheit des Problems, so verkniipft (3) die n-
dimensionalen Vektoren X (Deformationsgrolen) und g (BelastungsgroBen) iiber die Gesamt-Steifigkeits-

matrix K . Durch Zufallseinfliisse sind gewohnlich sowohl g als auch K mit Unsicherheiten belastet. Diese

konnen bei K von den Elastizitdtsmoduln der Stdbe herrithren. Soll das System (3) auch als Grundlage der
probabilistischen Sicherheitsanalyse dienen, muss es mit Hilfsmitteln der Stochastik verbunden werden. Die
Ansatzpunkte dafiir sind in der mathematischen Struktur von K und ¢ zu finden.

Die Elemente k@ von K ergeben sich aus den SchnittgroBBen der Stibe. Und zwar ist jedes k%) eine
Linearkombination einzelner Stab-Beitrige. Besteht das Tragwerk aus n, Stében, so ldsst sich X als Summe

K=K, @)

darstellen. Jede (n,n) -Matrix K; mit den Elementen k[(ij) entspricht einem bestimmten Stab. Die fiir den Trag-

werkswiderstand R maBgebenden Systemgrofen sind in K enthalten. Insbesondere gehen der £-Modul bzw. die
Biegesteifigkeit in jedes Element von K, als Faktoren ein. Wird eine solche Grofe beim /-ten Stab allgemein

mit Bj bezeichnet, so folgt
El:BlEl, 121,2,"',”5. (5)

Dabei ist /¥, eine Matrix vom Typ (n,n), die sich aus der Deformationsmethode in der iiblichen Weise ergibt.

Nach dieser Umformung besitzt die Gesamt-Steifigkeitsbeziehung (3) die Gestalt

XBWix=q. (6)
/

Auf der rechten Seite ist eine dhnliche Umformung moglich. Der Vektor ¢ héngt linear von den auf das
Tragwerk wirkenden Belastungen ab. Daher kann ¢ in Summanden aufgespalten werden. Sind insgesamt
LastgroBen vorhanden, so gilt

G=3P,. ™)
k=1
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Die Summanden P, sind (n,1) -Matrizen mit den Elementen p,((i) . Deren Berechnung erfolgt durch Integration
tiber Funktionen gewisser Schnittkrifte und der LastgroBen Oy, k=1,---,n;, . Weil Oy nach der Logik der De-

formationsmethode in jedem p,({[) als Faktor erscheint, ldsst sich ein P, gemil
Bk:Qk§k3 k:L’nb (8)

als Produkt von Oy mit der (7,1)-Matrix S, darstellen. Letztere wird wieder in der gewohnten Weise nach der

Deformationsmethode ermittelt. Insgesamt erhilt die Grundgleichung (3) die Form
ng . np
2BW X =208, ©)
/=1 k=1

(Biehounek und Grolik, 2001; Biehounek u.a., 2003a). Sie gestattet die Einfithrung von Zufallsgrofen.
In diesem Beitrag sollen die zufillige Einfliisse auf das Tragwerk von den E-Moduln und den Belastungen
ausgehen. Wihrend also die B; und Q) ZufallsgroBen sind, handelt es sich bei W; bzw. §; um nichtzufillige

(ng,nq)-bzw. (ng,l) -Matrizen. Trotz weitgehender Ubereinstimmung der &uBeren Form unterscheidet sich das

zufillige System (9) prinzipiell von der deterministischen Gesamt-Steifigkeitsbeziehung (3). Weil Zufalls-
groBen kein bestimmter Wert fest zugewiesen werden kann, enthélt die Koeffizientenmatrix von (9) allgemeine
Zahlen. Auch die Koeffizientendeterminante det(X) ist zufdllig. Ihre Werte streuen nach MafBigabe eines Ver-

teilungsgesetzes um den Mittelwert und det(K) =0 kann nicht mehr sicher ausgeschlossen werden. Mit dem

Zufallscharakter von Bemessungsparametern sind Schwierigkeiten verbunden. Sie miissen auf dem Weg zur
probabilistischen Deformationsmethode tiberwunden werden. Dies geschieht im wesentlichen dadurch, daf3 die
ZufallsgroBen in (9) durch endlichdimensionale Chaos-Polynome approximiert werden.

Bekanntlich bildet die Menge der Zufallsgrofen
X: Q>R (10)

mit endlichem Moment zweiter Ordnung

Ex2- J-|X(a))|2P(da)) <o, (11)
Q
einen separablen HILBERTraum I’ (Q, 4, P) mit der Norm
] = Ex? (12)

(Bellach u.a., 1978; Sirjaew, 1988). Basiselemente im Raum I? sind die generalisierten HERMITEschen
Polynome @ . Sie werden aus den HERMITEschen Polynomen

D" L2 gh( 2
H,,(x):¢e2 d (e zj, nx1 (13)
n! dx"

in einer Weise aufgebaut, die z.B. von NUALART oder MALLIAVIN genauer beschrieben wird (Nualart, 1995;
Malliavin, 1995). Jede Zufallsgrofle X € I? lisst sich in eindeutiger Weise entsprechend

X = ZO.’ACDA,G!}LER (14)

AeA
nach generalisierten HERMITEschen Polynomen in orthogonalen GAUSSschen ZufallsgroBen &; entwickeln. Die
& besitzen die Parameter 0 und 1 (symbolisch: &; € N(0;1) ). Eine solche Darstellung heifit Chaos-Zerlegung.
Allerdings ist sie in dieser Allgemeinheit nicht praktikabel. Immerhin handelt es sich bei den ®; um Elemente

eines unendlich-dimensionalen Raumes. Eine auf die Belange der Anwendung ausgerichtete Darstellung kann
daher darauf verzichten, die Konstruktion der @ ; genauer zu beschreiben. Stattdessen interessiert ein Weg, der

aus der Dimensionsschwierigkeit herausfiihrt. Er ist in einer Grundeigenschaft von HILBERTrdumen H
vorgezeichnet, nach der sich einem 4 € H immer seine Projektion /4, auf den Teilraum H|, eindeutig zuordnen
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lisst. Daher ist auch im L? der Ubergang zu endlich-dimensionalen Teilriumen mdglich, deren Basis aus
handhabbaren endlich-dimensionale Zufallspolynomen besteht. Dementsprechend werden bei der praktischen
Umsetzung Zufallsgroen nicht nach GIl. (14) exakt dargestellt, sondern durch Projektionen auf endlich-
dimensionale Teilrdume von H approximiert. Die Darstellung der Zufallsgrofen erfolgt durch HERMITEsche
Polynome mit jeweils nur endlich vielen ZufallsgroBen ¢&;. Die Zahl der ZufallsgroBen gibt die Dimension

dieser Polynome an. Bei den Polynomen

Hy=1, H =&, Hy=& -1, Hy=&"-3&, &.,6.& N0 (15)

handelt es sich um eindimensionale Zufallspolynome der Ordnungen p = 0, 1, 2, 3. Fiir p>1 besitzen sie den
Erwartungswert Null. Die von GHANEM und SPANOS vorgezeichnete Anwendung von Chaos-Polynomen bei der
stochastischen Modellierung mechanischer Systeme hat inzwischen vielféltige Anwendungen gefunden. Eine
breit angelegte Darstellung und Bewertung der einschldgigen numerischen Methoden mit dem Schwerpunkt
Stochastische Finite Elemente findet sich bei MATTHIES et al. (Matthies u.a., 1997 ).

3 Ansitze fiir die Basisgrofien

Reale Tragwerke werden durch Lasten beansprucht, die mehrfach wirken und zeitlichen Verdnderungen
unterliegen. Um damit verbundene Komplikationen zu vermeiden, werden bei zeitabhingigen Lasten nur die
Spitzenwerte betrachtet. So wird das Sicherheitsproblem auf eine zeitunabhédngige Grundaufgabe zuriickgefiihrt
(Spaethe, 1992; Ditlevsen und Madsen, 1996). Daher interessieren Extremwertverteilungen fiir Maxima. Es
handelt sich um asymmetrische Verteilungen mit positiver Schiefe. Thre Dichte besitzt einen nach links
beschrankten Definitionsbereich und lduft nach rechts flach in einen tail aus. Dementsprechend werden in den
Beispielen des Abschnitts 5 die Belastungsgrofien durch eindimensionale Zufallspolynome

2
Ok = ok *+ 91k [alk7k +ay (7k D+ a3 (7} _37/k)] s Yk €N L g =vg - qok (16)

dritter Ordnung approximiert (Bichounek u.a., 2003a, 2003b) . Dabei bedeutet v, den Variationskoeffizienten

von Q. Die ZufallsgroBen Q) , k=1,---,n, werden als unabhéngig vorausgesetzt. Dann sind sie geméf
cov(Qy,0;) = Oj; unkorreliert. Die Belastungsgrofien nach (16) entsprechen bei geeigneter Wahl der Parameter
dem geforderten Verteilungstyp. Allerdings ist die Beschrinktheit nach unten nur nédherungsweise verwirklicht.
Weil die @, nur in den rechten Seiten des Systems (9) auftreten, kann dieser Mangel in Kauf genommen
werden. Wegen E Oy = gy stellt (16) eine Zerlegung der jeweiligen BelastungsgroBle in den Erwartungswert
qor und eine liberlagerte Zufallsabweichung dar. Der Faktor ¢; quantifiziert ihren Einfluss. Die Koeffizienten
ag , ary, az, werden so bestimmt, dass die Verteilung von Qy einer vorgegebenen Verteilung nahe kommt.
Die dafiir mafigebenden statistischen Momente liefern ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung der
Koeffizienten. In diesem Beitrag wird die dreiparametrische Gamma-Verteilung (PEARSON-Verteilung) benutzt.
Sie lasst sich leicht an empirische Daten anpassen. Es konnen aber auch andere Verteilungsfunktionen
verwendet werden. Gegebenenfalls sind dann in (16) HERMITEsche Polynome hoherer Ordnung zu
beriicksichtigen. Nach den vorliegenden Erfahrungen, wirken sich allerdings Glieder hoherer Ordnung kaum
noch auf P, aus.

Mit groBerer Sorgfalt miissen die E-Module modelliert werden. Geht man von Vorstellungen iiber die Variabi-
litdt physikalischer Grofen aus, die dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie zugrunde
liegen, kommt der Ansatz

E; =Ey(1+v,g;), & € N(0;1) (17)

infrage. Danach ist E; eine GAUSSsche ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert E; und dem Variationskoeffi-
zienten v,. Gegen diesen praktisch leicht handhabbaren Ansatz sprechen theoretische Griinde. Sie hingen
damit zusammen, dass die £-Moduln in der Koeffizientenmatrix K des Systems (9) auftreten und daher die
Determinante det(K) zur ZufallsgroBe wird. Als GAusssche ZufallsgroBen nehmen die £-Moduln jeden Wert

der reellen Achse als Realisation an. Unter diesen Umsténden lésst sich die zentrale Forderung det(K) # 0 nicht
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mehr gewéhrleisten. Es ist streng genommen erforderlich, die Werte der £-Moduln auf ein abgeschlossenes
Intervall zu beschrénken. Dies gelingt mit dem Ansatz

E=Ey(l+w,Y), Y =arctanas, € € N(0;1) . (18)

E variiert dann im Intervall [EO a —%ﬂwe), Eq(1+ %mve)]. Die Zufallsgrole Y besitzt die Dichtefunktion

1 2 1 tanzy V4 V4
= 1+ tan expl ————— |, ——<y<+—. 19
Sy (») \/Ea( ») p( ) 2 ] ) Yy B (19)

a
Ihre Gestalt kann {iber den Parameter a > 0 beeinflult werden. Fiir grole a ist fy () zweigipflig. Nimmt a ab,

so ergibt sich etwa ab a =0.7 eine eingipflige Dichtefunktion. IThr Verlauf erinnert fiir weiter fallendes a immer
mehr an die Normalverteilung. Der Parameter a wird geeignet gewéhlt. Dagegen ergibt sich w, aus dem vor-

gegebenen Variationskoeffizientenv, des E-Modul. Bezeichnet oy(a) die Standardabweichung der Zufalls-
grofe Y, so gilt

Ww,oy(a)=v,. (20)

Die Berechnung von oy(a) erfordert die numerische Auswertung des entsprechenden Integrals. Zur ersten
Orientierung dient die Ndherungsformel

oy(a)~a—0325-a°. 1)

4 Das zufillige Gleichungssystem und seine Behandlung

Die Ansitze (16) bzw. (18) fiir die BelastungsgroBen bzw. die £-Moduln werden anstelle der ZufallsgroBen By,
O, 1in das zufillige System (9) eingetragen. Die ihm dadurch eingeprigte Unbestimmtheit {ibertrégt sich auf den
Vektor x der Deformationsgrofien. Er wird zum Zufallsvektor. Weil dafiir die Basisvariablen E; und Oy
verantwortlich sind, liegt es nahe, ¥ durch ein endlichdimensionales Chaos-Polynom ¥ in den Zufallsgrofen
& € N(0;1) (Unsicherheit der £-Module) bzw. y, € N(0;1) (Unsicherheit der BelastungsgroBen) zu approxi-

mieren. Erfahrungsgeméil reicht es beim Losungsvektor aus, bei den ¢ -Termen die Transformation nach Gl.
(18) unbertiicksichtigt zu lassen und nur Glieder bis zur zweiten Ordnung in Rechnung zu setzen. Mit den
Polynomen

H =Hy(e) =&, HY)=Hye)=5 -1, i=l...n (22)
bzw.
Hl(f/) =7is Hé,y)’ =7j -1, Hs(,yj) =73 =37;, J=lem, (23)
entsteht der Ansatz
ns 1 np ny, np
=V =704 EIV,-(I) 1-11(5) + Z:l;}i(z) Héi_) + Z‘IV‘I(’]} H1(,7j) + ngVq(’zj) H 5}’]) + jz_‘,qu(?}ng ) (24)

(Biehounek u.a., 2003a,b). Hier bedeuten n, die Zahl der Stibe des Tragwerks und n; die Zahl der

Belastungsgrofien. Wegen EV =V stellt 7 den Vektor der DeformationsgroBen fiir ein Tragwerk ohne
Zufallseinfliisse dar. Die Darstellung kann bei Bedarf durch Glieder hoherer Ordnung oder durch gemischte
Glieder erweitert werden.

Wird schlieBlich noch (24) in (9) eingesetzt, entsteht eine neue Darstellung des zufélligen Systems. Weil die in
ihm enthaltenen Zufallsgroen durch GAuUSssche Zufallsgroflen ausgedriickt werden, sind sie fiir die analytische
Behandlung fafibar. Die Gleichung, die wegen ihres Umfangs hier nicht angegeben werden soll, enthilt in

Gestalt der nicht zufilligen Koeffizienten V', 17[-(1) , 171-(2) usw.
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nyr =1+ 2ng +3m, (25)
unbekannte 7, -dimensionale Vektoren. Insgesamt sind in der Rechnung

ns =nq -ny (26)
skalare Unbekannte enthalten. Um sie zu bestimmen wird der Defekt

R=K-V-0 27)
betrachtet. Er entsteht beim Einsetzen der Nidherung V in (9). Gemal R(V(O), 171-(1),1;}(2), 17(1(3-,17(](,2}, I7q(3])) hingt

R von den Parametern des Ansatzes (24) ab. Diese sind so zu wiéhlen, dal R moglichst klein wird. Wie iiblich
wird dazu entsprechend

[R-HP(dw)=E(R-Hy})=0 (28)
Q

die Orthogonalitit von R zu den Polynomen H; in (24) gefordert. Der mittlere quadratische Fehler der Appro-
ximation ist dann minimal. Dieses Vorgehen macht das Aufstellen der Bestimmungsgleichungen besonders
einfach. Fiir die Erwartungswerte der Potenzen GAUSSscher Zufallsgroen steht eine  Rekursionsgleichung zur
Verfiigung (Ghanem und Spanos, 1991). So entsteht das lineare Gleichungssystem

WOPO g S = XS
wok W 7O+ O Y o wkw P = 0
weko W 7O+ 2w Op 2 = 0, (29
OV = GindinS,
Qe = GunonS,,
wOVE) = qinasuS,

(Biehounek und Grolik, 2001, Bichounek u.a., 2003a,b,c). Es ist nicht zufdllig und heifit deterministisches
Ersatzsystem. Die Bedeutung der Matrizen J, und S, geht aus den Gleichungen (5), (8) hervor. Ferner ist

g
wO=3Ww,. k=E®-g). k=E[-g- -] (30)
i=1

Die Erwartungswerte k;, k, miissen numerisch berechnet werden. Die Losung des Systems (29) liefert die
Koeffizienten der Entwicklung (24). Daraus folgt eine Néherung fiir X, aus der sich schlieBlich die sicher-
heitsrelevante Ausgangsgrofle y ergibt. Deren technische Bedeutung héngt vom Versagenskriterium ab. Es wird
durch Grenzen fiir Dehnungen, Spannungen, Verschiebungen usw. definiert und trennt akzeptierte Zustéinde von
denen, die als Versagen eingestuft werden. In diesem Beitrag stellt y die Spannung o, im hdchstbelasteten
Querschnitt des statischen Systems dar. Die Grenzzustandsgleichung ist durch GI. (31) gegeben (s. unten).

Das deterministische Ersatzsystem (29) ist ein zentraler Bestandteil des vorgestellten Verfahrens. Seine
Koeffizientenmatrix K ,, ist schwach besetzt und symmetrisch. Die Struktur von X ;, als Hypermatrix wird

vor allem vom jeweils benutzten Ansatz 1% (z.B. (24)) geprégt. Von ihrem Typ abgesehen, der auch von ny
abhingt, spiegelt K ;, die statische Struktur des Tragwerks nicht wider. Beispiele zur analytischen Darstellung

der Spannung folgen im Abschnitt 6.
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5 Einfliisse auf die Versagenswahrscheinlichkeit

Die Methode wird im folgenden am stdhlernen Stockwerksrahmen nach Bild 1 erldutert. Dabei interessiert, wie
Verdnderungen geometrischer Bemessungsparameter, unsichere £-Moduln und die Lage des kritischen Quer-
schnitts auf die Sicherheit des Tragwerks wirken. Als Grenzzustandsfunktion wird

g=0,-0,, 31

benutzt. Hier bedeutet y = o, die Spannung im kritischen Querschnitt und o die Streckgrenze. Auch o, wird
als Zufallsgrofe behandelt.

Qi H
6 d"
2 3 £
O
]]]]]]]]]]]]]]]]]]]]ﬁsz e -
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<
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1=8m

Bild 1. Rahmen — Grundvariante
alle Stiabe: IPE-Profile

Die Spannung o, wird unter Nutzung plastischer Querschnittsreserven ermittelt. Eine Monte-Carlo-Simulation
liefert die Versagenswahrscheinlichkeit P, . Zur Varianzreduktion dient die importance-sampling-Technik in

Verbindung mit einem KALMAN-Filter (Biechounek u.a., 2003). Dariiber hinaus wird diskutiert, inwiefern die £-
Moduln in der Koeffizientenmatrix statt nach Gl. (18) durch die leichter handhabbare GI. (17) dargestellt werden
konnen. Die iibliche Behandlung zeitabhédngiger zufdlliger Lasten ist selbstverstidndlich nur bei einer Lastgrof3e
sinnvoll. Bei zwei oder mehr Lasten tritt das Problem der Lastkombination auf. Es wird in der Entwurfspraxis
mit Kombinationsregeln erfasst, bei denen die einzelnen Lastanteile durch Lastkombinationsfaktoren
abgemindert werden konnen. Diese ins Detail gehenden Rechenvorschriften sollen nachfolgend ausgeklammert
werden.

Beim Entwurf eines Tragwerks streben Ingenieure nach bestmoglicher Anpassung an den vorgesehenen
Verwendungszweck. Sie vergleichen dazu Varianten. Als Kriterien dienen Sicherheit und Wirtschaftlichkeit.
Weil P, sehr empfindlich auf Verdnderungen der Bemessungsparameter reagiert (Spaethe, 1992; Biehounek

u.a., 2003; Rackwitz, 2002) , ermdglicht sie eine tiefer gehende Analyse. Selbst geringfligige Abwandlungen, die
nicht das statische System selbst, sondern nur gewisse geometrische Kennwerte betreffen, lassen sich quantitativ
beurteilen. Werden Tragwerksvarianten also vom Standpunkt der probabilistischen Zuverldssigkeitstheorie
beurteilt, so handelt es sich praktisch um neue Tragwerke. Sie sind duBerlich dhnlich, unterscheiden sich aber in
ihrer Sicherheit. In dieser Situation interessieren Aussagen dariiber, welche Anderungen der BemessungsgroBen
zuldssig sind, wenn ein vorgegebenes Sicherheitsniveau eingehalten werden soll. Auch Einfliisse, die von
unsicheren E-Moduln sowie von der Lage des kritischen Querschnitts ausgehen, sind von Interesse. Sie konnen
unter bestimmten Umstdnden erheblich sein.

Bei der Untersuchung werden je nach Lage des kritischen Schnitts und der variierenden Bemessungsgrofe
mehrere Fille unterschieden. In den Féllen 1 und 2 wird die Stielldnge abgedndert. Der kritische Querschnitt
befindet sich im Fall 1 im oberen Rahmenstiel (Schnittstelle e-¢) und im Fall 2 im oberen Riegel (Schnittstelle
d-d). In den Fillen 3 und 4 dient der gleiche Rahmen wie in den Féllen 1 bzw. 2 als Grundvariante. Untersucht
wird jedoch, wie sich die Verdnderung der Riegellinge auswirkt. Dabei bezieht sich der Fall 3 auf die
Schnittstelle e-e und der Fall 4 auf die Schnittstelle d-d.
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Fiir die Belastung wird jeweils ein Polynom nach Gl. (16) benutzt. Dabei werden die Koeffizienten a;, a,, aj
und der Erwartungswert g, so festgelegt, dal die Verteilung einer PEARSON-Verteilung mit dem Variations-
koeffizienten v, =0.23 geniigt und das 98-Prozent-Quantil gq g der Belastung mit dem charakteristischen
Wert ¢, = g, /y ubereinstimmt. Nach DIN 18800 wird y = 1.5 gesetzt. Der Variationskoeffizient v, der E-
Moduln liegt im Intervall [0;0.05]. Sémtliche ZufallsgroBen werden als unabhéngig angenommen.

Im Fall I ergibt sich fur die Grundvariante des Rahmens unter diesen Voraussetzungen P, = 0.97- 1077, wenn

die E-Moduln als deterministische Groflen aufgefait werden (Variationskoeffizient v, =0.0). Fir v, =0.05

folgt dagegen P, = 1.37-1077 . Werden nun die Abmessungen und Querschnittswerte der Stibe willkiirlich
veréndert, resultiert faktisch ein neuer Rahmen. Soll jedoch der Wert von Py erhalten bleiben, miissen bei der

Verdnderung der Stiellingen gleichzeitig die Querschnittswerte in einer ganz bestimmten Weise angepalft
werden. Wie das zu geschehen hat, kann aus der mathematischen Struktur der Elastizitdtsgleichung abgelesen
werden. Demnach sind zwei Rahmen der betrachteten Art beziiglich ihrer Steifigkeitsverhéltnisse dhnlich, wenn
die entsprechenden Stiele im Verhéltnis von Linge und Tragheitsmoment iibereinstimmen. Diese Kennzahlen
sind auch fiir Py mafBigebend. Zwei Tragwerksvarianten, die in dieser Hinsicht &hnlich sind, besitzen praktisch

gleiche Py -Werte (Tabelle 1).

h=6.0m | h=625m h=6.5m
Py 109
ve = 0.00 0.062 0.057 0.076
ve=0.01 0.069 0.065 0.083
ve = 0.03 0.080 0.074 0.104
ve = 0.05 0.101 0.094 0.125

Tabelle 1. Versagenswahrscheinlichkeit P,in Abhéngigkeit von der Stiellinge /4 (Riegellinge b = 8.0 m,
kritischer Querschnitt e-¢)

Es versteht sich von selbst, dass auch die Streckenlasten einen erheblichen Einfluss auf Py besitzen. Ist
Ahnlichkeit im beschriebenen Sinne hergestellt, miissen auch sie so lange verdndert werden, bis sich am
kritischen Schnitt e-e die Bemessungsspannung fiir Baustahl St 37 von o, = 218,2 N/mm? einstellt.

Beim Vergleich der Versagenswahrscheinlichkeiten fiir v, =0 und v, =0.05 zeigt sich ein groBer Einfluss von

Unschirfen der E-Moduln. Dieser Effekt ldsst sich aus dem mechanischen Sachverhalt erklaren. Das im Versa-
gensquerschnitt e-e fiir die Spannung mafigebende Bemessungsmoment M wird stark von den Steifigkeitsgrofien
in den Stielen (Stdbe 3-4, Bild 1) beeinflulit. Die Momente in den Riegeln wirken dagegen weniger direkt.
Hierdurch ist der von den E-Moduln unmittelbar beeinflulte relative Spannungsanteil recht hoch, so dass sich
die Gesamtspannung merklich verdndert. Dies wird ebenfalls sichtbar an den Koeffizienten, mit denen die Terme
in den Zufallsgroflen &; in der Gesamtspannung o, auftreten. Sie besitzt beim Grundrahmen fiir v, =0.05,

Vg = 0.23 die Gestalt

o, =91.84—0.2005- Hy (&) +0.9964 - H,(,) —0.2180 H;(£3) +1.057 - Hy(£4) —1.1600- H,(£5) +
+6.9459 - H,(7,) +1.1651- H, (7,) + 0.0471- Hy(7,) +13.6065 - H,(y,) + 2.2824 - H, (7,) +
+0.0923- H,(7,) + H,(£4)-(0.6714- H,(y,) + 0.1126 - H, (y,) + 0.0046 - Hy(y,))+ (32)
+ Hi(g4)-(0.1963- Hy(7,) +0.0336 - H () +0.0087 - H,(£,) - H, () .

Der Einfachheit halber bleiben Terme unberiicksichtigt, die weniger als ein Promille zum Resultat beitragen. In
(32) wird o, in N/mm? gemessen. Es gilt Eo,=91.84 N/mm?, D zae =E(o, - Eo-e)2 =251.65 N /mm*.
Im Fall 2 wird wiederum ein Rahmen mit verdnderten Stiellingen untersucht. Allerdings liegt die kritische
Schnittstelle nicht mehr im Stiel, sondern im oberen Riegel des Rahmens. Hierfiir muss sein Querschnitt

verringert werden. Mit dieser willkiirlichen Anderungen entsteht ein neuer Rahmen, der mit dem Fall 1 nicht
mehr direkt vergleichbar ist. In der Grundvariante zu Fall 2 resultiert deshalb eine vdllig andere Versagens-
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wahrscheinlichkeit von Py ~ 0.30-107° fiir v, =0. Wird die Stiellinge bei gleichzeitiger Anpassung der

Querschnittswerte so gedndert, dal3 die auseinander hervorgehenden Rahmenvarianten im oben erklédrten Sinn
dhnlich sind, ergeben sich analog zum Fall 1 fiir alle 5 Varianten wieder praktisch gleiche P, -Werte (Tabelle 2).

h=50m | h=55m | h=60m | h=65m | h=70m
Py -10°
Ve=0 2.74 2.67 2.76 2.76 2.86
ve=0.01 2.74 2.67 2.76 2.76 2.86
Ve =0.03 2.79 2.70 2.79 2.79 2.89
Ve =0.05 2.82 2.75 2.84 2.84 2.95

Tabelle 2. Versagenswahrscheinlichkeit P,in Abhéngigkeit von der Stielldnge / (Riegellange b = 8.0 m,
kritischer Querschnitt d-d)

Im Unterschied zu Fall 1 haben jedoch zufdllige Unsicherheiten des E-Moduls nahezu keinen Einfluss.
Verantwortlich dafiir ist die verinderte Lage der kritischen Schnittstelle. Im Riegel wirkt die unsichere
Streckenlast Q; direkt auf das Bemessungsmoment im Schnitt d-d. Die Langskraft NV ist vernachldssigbar klein.
Deswegen haben an dieser Schnittstelle die relativen Spannungsanteile infolge der E-Modul-Unsicherheiten
einen sehr geringen Wert. Das erklart ihren geringen Einfluss auf die Gesamtspannung o; . Auch hier ist dieser
Effekt an den Koeffizienten der Zufallsgroflen ¢&; in der Gleichung

0, =91.82+0.3288- H(g,)+0.4519- H{(g4)—0.6777 - H|(g¢) +
+18.3056- H (1) +3.0707 - Hy(y1) + 0.1241- H3(y1) +2.1953- H{(y2) + 0.3759 - H,(y2) + (33)
—H{(&6)-(0.2909 - H{(y;)+0.0488- H, (1) + 0.00197 - H3(y}))
der Gesamtspannung ablesbar. Sie bezieht sich auf den Grundrahmen, ist wieder etwas vereinfacht und gilt fiir
ve =0.05, v, =0.23.

Im Fall 3 wird der Einfluss der Riegellingen untersucht. Als Grundvariante dient der gleiche Rahmen wie im
Fall 1. Die kritische Schnittstelle e-¢ liegt im oberen Stiel. Insgesamt werden 5 Rahmenvarianten verglichen
(Tabelle 3). Sie sind zur Grundvariante hinsichtlich Geometrie- und Steifigkeitsverhaltnissen &hnlich. Die
Rahmen sind also nicht willkiirlich aus dem Grundrahmen heraus verdndert und deshalb vergleichbar.

hb=70m | H»=75m | H»=80m | 5H=85m | 5H=90m
Py -10°
v, = 0.00 0.048 0.056 0.062 0.065 0.079
v, =0.01 0.053 0.067 0.069 0.073 0.087
v, =0.03 0.061 0.076 0.080 0.088 0.098
v, =0.05 0.080 0.092 0.101 0.116 0.132

Tabelle 3. Versagenswahrscheinlichkeit P,in Abhingigkeit von der Riegelléinge b (Stiellinge # = 6.0 m,
kritischer Querschnitt e-e)

Allerdings wachsen die P,-Werte mit der Riegelldnge leicht an. Dies kann damit erkldrt werden, dass die
Riegelmomente bei Verdnderung der Riegelldnge nicht linear, sondern nach einer quadratischen Abhingigkeit
variieren. Weil das Biegemoment im kritischen Schnitt e-e aber nur indirekt vom Riegelmoment beeinflusst
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wird, wirkt sich dieser Umstand nur geringfiigig aus. [hm wurde beim Auslegen der Rahmenvarianten noch nicht
Rechnung getragen. Die Tragheitsmomente wurden nur linear mit der Riegellinge verdndert. Um vollstindig
dhnliche Rahmenvarianten zu erhalten, miisste ein quadratischer Ansatz benutzt werden. Die Einfliisse
unsicherer E-Moduln sind bei allen Rahmenvarianten praktisch gleich grof3. Da die kritische Schnittstelle e-e
im wieder im oberen Rahmenstiel liegt, sind diese Ergebnisse mit den Resultaten im Fall 1 direkt vergleichbar.

Auch im Fall 4 wird untersucht, wie sich eine Riegelverlangerung auf P, auswirkt. Allerdings liegt jetzt die
kritische Schnittstelle d-d wieder im oberen Riegel. Die Grundvariante des Tragwerks entspricht dem Fall 2. Aus

b=70m | »=75m | H»=80m | 5H=85m | 5H=90m
Py 10
Ve =0.00 2.86 3.09 2.76 2.95 3.00
ve=0.01 2.87 3.10 2.76 2.95 3.00
Ve =0.03 2.89 3.12 2.79 2.98 3.03
Ve =0.05 2.95 3.18 2.84 3.04 3.09

Tabelle 4. Versagenswahrscheinlichkeit P;in Abhéngigkeit von der Riegellédnge b (Stiellinge 4= 6.0 m,
kritischer Querschnitt d-d)

ihr gehen die Varianten durch Verdnderung der Riegelldngen bei linearer Anpassung der Triagheitsmomente
hervor. Die in Tabelle 4 niedergelegten Ergebnisse zeigen eine leichte Zunahme der P, -Werte mit wachsender
Riegelldnge. Die Ursache dieser Tendenz ist die gleiche wie im Fall 3. Zu beachten ist, dass die Varianten zu
Fall 4 willkiirlich gednderte Rahmen, also andere Rahmen sind. Der Einfluss von E-Modul-Unsicherheiten ist
unbedeutend. Hier treffen die Erlduterungen zu, die beim Fall 2 gegeben wurden.

In allen untersuchten Fillen ist es zuléssig, die E-Moduln als GAuUSSsche ZufallsgroBen nach Gl. (17) zu
modellieren. Bei den hier betrachteten Variationskoeffizienten v, <0.05 hat die Verwendung von GIl. (18)
keinen Einfluss auf die Versagenswahrscheinlichkeit.

6 Zur Plausibilitit des Losungsansatzes

Die entwickelte Methode liefert die sicherheitsrelevanten Normalspannungen an einem bestimmten Punkt des
Tragwerks. Dabei wird der Ansatz (24) fiir die Losung des zufilligen Systems (9) der Elastizititsgleichungen
benutzt. Folglich hingt die Normalspannung von diesem Ansatz ab. Nun wird die Versagenswahrscheinlichkeit
aus der Spannung bestimmt. Thr Wert wird daher mittelbar von (24) beeinflusst. Zu fragen ist, inwiefern ein in
gewissen Grenzen willkiirlich wéhlbarer Losungsansatz geeignet ist, die Tragwerkssicherheit zu kennzeichnen.
Dazu wurden Untersuchungen in drei Richtungen angestellt.

Zum ersten wurde die Versagenswahrscheinlichkeit aus den Elastizititsgleichungen (3) der klassischen Defor-
mationsmethode durch Monte-Carlo-Simulation direkt bestimmt. Es wurden Realisationen der zufalligen
Bemessungsgrofien erzeugt und in das Gleichungssystem eingesetzt. Jeder Monte-Carlo-Zyklus lieferte eine
Realisation der Spannung. An Hand der Grenzzustandsfunktion (31) wurde entschieden, ob ein Versagensfall
vorliegt. Die so entstehende Statistik liefert einen Schdtzwert von Py . Zum zweiten wurde das System (3)

allgemein behandelt. D.h. es wurde eine Ldsung ermittelt, ohne feste Zahlenwerte fiir die Basisgrofen
einzusetzen. Das lieferte die Losung als analytische Darstellung in den relevanten Parametern (E-Moduln und
Belastungsgrofien). Diese Funktionen wurden in TAYLORreihen entwickelt. Beim Vergleich mit der auf dem
Ansatz (24) basierenden Losungs-Darstellung wurde gepriift, inwieweit die fithrenden Terme der beiden
Entwicklungen iibereinstimmen. Ebenso wie im ersten Test ergaben sich auch dabei keine Hinweise, die gegen
die Verwendung von Gl. (24) sprechen. Die Entwicklungskoeffizienten stimmten gut iberein. Dies gilt
besonders fiir die Koeffizienten der Belastungsunschirfen. Da diese einen dominierenden Einfluss auf die
Versagenswahrscheinlichkeit besitzen, fallt dieser Befund besonders ins Gewicht.

Schlielich wurde drittens gepriift, ob die auf dem Ansatz (24) beruhende Spannungsgleichung zu mechanisch
plausiblen Schlussfolgerungen fiihrt. Dazu wurde mit Hilfe dieser Gleichung ermittelt, wie sich verdanderte Werte
der Basisgroflen auswirken. Diese tendenziellen Aussagen wurden mit denen verglichen, die sich aus einem
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kommerziellen Stabwerksprogramm ergeben. Von besonderem Interesse war dabei der Einfluss der £-Moduln.
Die Spannungsgleichung kann entweder so aufgestellt werden, dass die zufélligen Einfliisse durch dimensions-
lose standard-normalverteilte ZufallsgroBen y;,y,, &,-:-,&¢ oder durch absolute ZufallsgroBen Q;, O,,
E,,--, Eg erfasst werden. Fiir die beabsichtigte Untersuchung ist es vorteilhaft, die Spannungsgleichung mit
technisch interpretierbaren absoluten ZufallsgroBen darzustellen.

Der Bauteilquerschnitt fiir die Testrechnungen ist der Schnitt e-e im Stockwerkrahmen nach Bild 1. Die
Rahmengeometrie entspricht dem Grundrahmen, die Spannungsermittlung erfolgte unter Nutzung plastischer
Querschnittsreserven. Die nach Gl. (24) ermittelte Spannungsgleichung lautet etwas vereinfacht fiir v, = 0.05

und Vg = 0.23:

0,=1.023-0, +0.8017-10 - £, +0.6029-10° - E, + 0.3015-10 - E, +
+0.3015-107° E,0, + E,(0.6768-107°Q, +0.2268-10' 0,) - 0.4251-10""° E + (34)
+E,(=0.1756-107 E, +0.1122-10"* E, —0.1852-10 7" £, —0.3198-10 ¥ E, —0.1- 10 E, +
—0.5152-10 P E}) + E,(0.2081-10* E5 +0.4529- 10 2 E7 +0.1144-10 2 E2)

Unter den zahlreichen Termen erkennt man unschwer solche, die einen stirkeren Einfluss auf die Gesamt-
spannung besitzen als die librigen. Zur zahlenméBigen Auswertung wurden die Zufallsgro8en mit ihren Werten
am Bemessungspunkt eingesetzt. Das liefert die in angegebenen relativen Beitrage einzelner Terme zur Gesamt-
spannung.

1 2 3 4 5
Term in E,E; E,ES’ E,E, E,E’ E,E,
Relativer

Anteil -0.205 | +0.049 | -0.105 +0.03 -0.04

Tabelle 5. Gréflenordnung einzelner Terme der Spannungsgleichung

Da der betrachtete Querschnitt im Stab 4 des Rahmens liegt, besitzt der £-Modul dieses Stabes eine dominante
Wirkung auf die Normalspannung in diesem Querschnitt. Alle wesentlichen Spannungsanteile sind mit £,
verkniipft, so dass der Einzeleinfluss von E, nicht diskutiert werden soll. Beispielhaft sollen vielmehr die
Terme Nr. 1, 2 (E5), 3, 4 (Eg) und 5 ( E3) betrachtet werden, deren Wirksamkeit aus ihrem Anteil an der
Gesamtspannung hervorgeht. Die Realisierungen der hier interessierenden absoluten Zufallsgrofien sind positiv.
Ein Term mit negativem Vorzeichen muss zu einer verringerten Gesamtspannung fithren, wenn die E-Moduln
vergrofert werden. Diese Aussage wurde durch eine unabhdngige Vergleichsrechnung mit dem Stab-
werksprogramm {iiberpriift. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6 zusammengestellt.

Bei der Rechnung Nr.1 besitzen alle 6 Stdbe den gleichen £-Modul (£ = 2.1- 10% kN/m? , in der Tabelle 6 wird

dieser Wert durch die Ziffer 1 symbolisiert ). Rechnung Nr. 1 bildet die Basis fiir den Vergleich mit den anderen
Varianten. Bei ihnen wurde jeweils nur ein E-Modul (und zwar der Stibe 3, 5 und 6) um 10% auf

2.31-10% kN/m” erhoht (in der jeweils mit 2 bezeichnet). Fiir die Interpretation der Tabellenwerte wurden fiir
die jeweilige Rechnungen die Darstellungen der Verformungen und die Momentenschaubilder benutzt. Fiir die
Rechnung 2 wurde nur der E-Modul des Stabes 5 (unterer Riegel ) um 10% vergroBert. Deswegen wichst die
Steifigkeit von Stab 5. Seine Durchbiegung und der Knotendrehwinkel am Knoten 5 verringern sich. Damit
verbunden ist die Abnahme des Biegemoments im Schnitt e-e, was letztlich zur Verringerung der
Normalspannung fiihrt, da die Langskraft fiir alle 4 Rechnungen konstant bleibt.

Bei der Rechnung 3 wurde nur der £-Modul des Stabes 6 (oberer Riegel) vergroflert. Wichst Eg, wird die
Durchbiegung des Stabes 6 und der Knotendrehwinkel im Knoten 6 geringer. Daraus folgt ein geringeres
Biegemoment im Stab 4, welcher am Knoten 6 anschliet und eine verringerte Normalspannung.

SchlieBlich wurde nur fiir den Stab 3 (Stiel in der Verldngerung von Stab 4) der £- Modul auf2.31- 108 kN/m?
erhoht. Auch hier gilt: wird E5 groBer, wichst die Biegesteifigkeit, der Stab zieht mehr Biegemoment auf sich,
so dass der Knotendrehwinkel vom Knoten 5 kleiner wird. Da Stab 3 und Stab 4 am Knoten 5 anschlie3en,
werden fiir Stab 4 die Momente und auch die Spannungen etwas geringer.
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Ifd. | Belastung | Identif.-Nr. fiir Anteil | erwartete Verschie | Knoten- | Biege- Normal-

Nr. | /kN/m/ |den E-Modul in Tendenz fiir | -bung drehwin- | moment | Spannung
Span- | Normal- flir Stab | kel fiir im Schnitt o
fiir die Stébe mit nungs- | spannung 5 Knoten 5 |e-e / kN/ em?/
Stab-Nr. formel /mm/ | /mrad/ | /kNm/
Ql Q2|1 2 3 4 5 6
1 25 (25 (11| 1]1]1]1 all Referenz- |29.66 8.218 -64.21 -22.37
Wert
2 25 |25 | 11| 1| 1|21 |fg g |Kleiner 27.95 7.855 -62.41 -21.82
4Ls
EES
3 25 |25 | 1| 1| 1| 1| 1|2 g |kleiner 29.84 8.306 -63.46 -22.13
4L
ELE¢
4 25 |25 | 11| 2| 1| 1|1 | g |Kleiner 29.44 8.168 -63.87 -22.26
4L3

Tabelle 6. Aussagen zum tendenziellen Einfluss einzelner Terme der Spannungsgleichung (34) im Vergleich mit
den Resultaten eines kommerziellen Programms

Diese und weitere gerechnete Testbeispiele zeigen, dass die Terme der Spannungsgleichung das statische
Verhalten der ZufallsgroBBen im Tragwerksmodell sehr genau nachbilden. Man kann deshalb davon ausgehen,
dass der Ansatz (24), der zur oben angegebenen der Spannungsgleichungen fiihrt, fiir weitere Untersuchungen
geeignet ist. Dieser Befund wird auch durch die Ergebnisse der anderen Priifungen gestiitzt.

7 Abschliefende Bemerkungen

In diesem Beitrag wird ein neuartiges Verfahren zur probabilistischen Sicherheitsanalyse von Stabtragwerken
vorgeschlagen. Im Mittelpunkt steht ein lineares Gleichungssystem, das aus der Elastizititsgleichung der
klassischen Deformationsmethode hervorgeht. Fiir das Verfahren ist kennzeichnend: a) Die Matrix des
deterministischen Ersatzsystems wird aus Untermatrizen zusammengesetzt, welche die Deformationsmethode in
der iiblichen Weise liefert. b) Die Struktur der Koeffizientenmatrix des Ersatzsystems wird vom Ansatz (24)
bestimmt. Daher kann es auch formal angegeben werden. Fiir den Praktiker sind die Hilfsmittel der Stochastik
entbehrlich, wenn bei allen Tragwerken an einem erprobten Ansatz festgehalten wird. Filhrende Terme des
benutzten Ansatzes sind mechanisch interpretierbar und daher plausibel. Dies begiinstigt die praktische
Anwendung. c¢) Das Ersatzsystem enthilt keine allgemeinen Zahlen und wird in der iiblichen Weise gelost. d)
Die Methode liefert die analytische Darstellung der sicherheitsrelevanten Ausgangsgrofe in Abhingigkeit von
zufilligen BemessungsgroBen. Sie gestattet Sensitivitdtsuntersuchungen und die Berechnung von statistischen
Momenten. e) Die Versagenswahrscheinlichkeit kann mit der leicht handhabbaren Monte-Carlo-Methode
ermittelt werden.

Insgesamt schliet das Verfahren unmittelbar an den Grundalgorithmus der Deformationsmethode an und kann
als deren probabilistische Erweiterung angesprochen werden. Da zur Bestimmung der Versagenswahrschein-
lichkeit die Auswertung des Wahrscheinlichkeitsintegrals (2) des klassischen Zugangs zur probabilistischen
Zuverlassigkeitstheorie nicht erforderlich ist, treten die damit verbundenen Schwierigkeiten nicht auf. Allerdings
werden in Gestalt der Chaos-Entwicklungen Hilfsmittel aus der Stochastik eingesetzt, die in der Zuverldssig-
keitstheorie von Baukonstruktionen bisher noch nicht allgemein iiblich sind.
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