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Durchbiegung einer elastisch eingespannten Kragplatte unter
normaler Belastung

H.G. Sabiniak, W. Franke

In der Arbeit wird eine theoretische Analyse der Durchbiegungen einer Kragplatte mit elastisch eingespanntem
Rand durchgefiihrt. Dazu wurde das Differenzenverfahren angewendet. Im Vergleich mit den aus der Literatur
bekannten Bedingungen wurden in den Plattenecken neue Bedingungen eingefiihrt, die eine bessere Uberein-
stimmung der theoretischen Ergebnisse mit den in der Literatur angegebenen experimentellen Ergebnissen ge-
wdhrleisten.

Formelzeichen

A..O - einzelne Lagen der Punkte auf der Plattenoberfliche, Funktionssymbole,
Untermatrizen

D - Plattensteifigkeit

E - Elastizitdtsmodul

F; - Einzelkraft

M,, M, . Biegemomente

Qy Qy - Querkréfte parallel zur Achse z

a..m - einzelne Netzpunkte in der Umgebung des betrachteten Plattenpunktes,
Funktionssymbole

a - Plattenbreite

h - Plattendicke

1 - Lange der Beriihrungslinie, Plattenlédnge

m, n - Zahlen, die die Abmessungen der Matrizen darstellen

q - Oberflachen- oder Linienbelastung

X,V,Z - kartesische Koordinaten

a, B - Hilfskonstante

v, © - Koordinatenpaar in numerischen Berechnungen

v - Poisson-Zahl

® - Durchbiegung

\Y - Nabla-Operator

A Funktionssymbol

AX, Ay Gitterabstinde, Schrittweite beim Differenzenverfahren

1 Einfithrung

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf eine eingespannte dicke Platte. Mit dieser Bezeichnung wird die
Terminologie von Umezawa u.a. (1969) iibernommen. Das erscheint sinnvoll, zumal im weiteren Text mehrfach
auf diese Autoren verwiesen wird.

In Hinsicht auf die elastische Einspannung eines Plattenrandes enthalten die Durchbiegungsformeln die Platten-
dicke nicht nur in ihrem Steitheitsausdruck D.

Die Bestimmung der Durchbiegung einer dicken Platte wird (so wie auch fiir diinne Platten von Grof3man (1981)
realisiert) auf die Losung der Gleichung (1) bei entsprechenden Randbedingungen zuriickgefiihrt, s.a.
Timoshenko (1959).
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Die léngs einer beliebigen Beriihrungslinie oder auf einem beliebigen Teil der Plattenoberflache verteilte Belas-
tung kann man durch eine Reihe von Einzelkréften ersetzen. Fiir Linienbelastung gilt

|
F = [a()d @

liq

und fiir Flachenbelastung ist

F= [ axy)xdy 3

zu setzen (s. Bild 1).

Bild 1. Einzelkraft als Ersatz der Linienlast ldngs der Beriihrungslinie.

2 Randbedingungen

Fiir eine zum eingespannten Rand parallele freie Kante wird angenommen, dass das Biegemoment und die ver-
allgemeinerte Schnittkraft gleich Null sind:

2 2
S co(a,y)+v8 o(a,y) _

0 4

5x? dy? @
3°w(a,y) 3°w(a,y)

0 ) 6x6y’2 =0 ®

Die zwei verbleibenden freien Kanten (senkrecht zur eben beschriebenen) miissen die gleichen Randbedingun-
gen erfiillen:

2 2
S o(x£1/2)  d%w(x:1/2)

8y* O "
3 3
8 m(x,§1/2)+(2_v)5 (D(X’illz) _0 )
dy dyox
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Der eingespannte Rand wird als elastisch gelagert betrachtet. Das erlaubt die Annahme, dass lings eines einge-
spannten Randes der Tangens des Winkels zwischen der Tangente an die verformte Schnittfliche senkrecht zu
diesem Rand und ihrer Lage im unverformten Zustand proportional zum Biegemoment ist. Die Durchbiegung
des eingespannten Randes wird dagegen als proportional zur Querkraft angenommen:

(0,
% =k M, ®)
O)(O’y) = kZQx (9)

Die Faktoren k; und k, sind Konstanten fiir den elastisch gelagerten Rand beziiglich Einspannmoment und Quer-
kraft. Der Wert dieser Konstanten wurde aus Weber (1955) entnommen. Fiir den Fall linearer, stetiger und
gleichméBiger Belastung parallel zum eingespannten Rand einer unendlich langen Kragplatte erhélt man unter
Anwendung der Energiemethode die Gleichungen

18(1-v?)
_ 10
1 TEEh2 ( )
48(1-v?)
k, =——~ " 7
2 = (1)

Die Differentialgleichung (1) wurde mit dem Differenzenverfahren analog Umezawa (1969) gelost. Die Platte
wird dabei in ein Gitter mit den Feldabmessungen Ax und Ay (Bild 2) geteilt.
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Bild 2. Punktverteilung beim Ersatz der biharmonischen Gleichung durch Formeln des Differenzenverfahrens

In Abhéngigkeit davon, wo sich der Mittelpunkt "a" des Gitters auf der Plattenoberflache befindet, wird die
Gleichung (1) durch die entsprechende Differenzengleichung ersetzt. Mogliche Félle der Lage des Punktes "a"
sind im Bild 3 dargestellt, gekennzeichnet durch die Buchstaben A bis O.
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Bild 3. Schema der moglichen Félle der Lage des Gittermittelpunktes "a"

In allen Lagen mit Ausnahme der Félle C befinden sich einige Punkte b bis m des Gitters auBerhalb des Gitters.
Um die Durchbiegung dieser Punkte auf Punkte der Platte zu reduzieren, werden Randbedingungen eingefiihrt.
Die auf diese Weise erhaltenen 15 Differenzengleichungen ersetzen vollkommen die Differentialgleichung (1).

In der vorliegenden Arbeit wurden einige Modifikationen gegeniiber der oben zitierten Literaturstelle vorge-

nommen:

1.

)

Alle Mittelwerte fiir einen Punkt werden von 4 statt von 2 benachbarten Punkten berechnet.
Es wurden neue, andere Bedingungen fiir die Plattenecken eingefiihrt.
In der Ecke O (Bild 3) wird die Durchbiegung ® im Punkt ,,m* in Abhingigkeit von der Durchbiegung in

den benachbarten Punkten gebracht
O = O + Oy — O (12)

anstelle der Randbedingung M, = 0 und M, = 0.

b) Inder Ecke "K" mit dem Punkt "k" wird anstelle My = 0 die Randbedingung nach Gleichung (8)
eingefiihrt.

3.

Alle Formeln wurden fiir eine beliebige Dichte der Plattenaufteilung, die in jeder Achsrichtung unterschied-
lich sein kann, aufgestellt.

AnschlieBende Berechnungen wurden computergestiitzt unter Verwendung der Matrizenrechnung durchge-
fiihrt.

Die Einfiihrung dieser Verdnderungen ergab eine groBere Genauigkeit der Berechnungen, was im Folgenden
dargestellt wird.

3 Biegung einer dicken Kragplatte endlicher Linge unter Punktlast

(V0)" =[6a2 + 80+ 6 —2(1+ 0)BMB + 2aBMC + AX*QA o, +
+[-6(1+ o) - 2(1+ 0)BMA o, +[- 40(1+ o) - 2(1+ o.)BMC + BMB o, +
+ [~ 4a(1+ @) - 2(1+ a)BMC + aBMB o, + 20; + (30 + aBMA)(@, + o, )+ (13)

4
(0 + aBMC)(w, + ;) = AXPT(X’V),
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(V*0)? = (602 +8a+6+BMA)w, —4(1+ a)o, —4a(1+a)(o, + o, )+

+[BMB - 4(1+ a)|og + 20w, +®p )+ (200 + BMC) (0 + o) + o * (w0, + @)+ (14)
4
o, = XPY)
D

(V*0)® = (6a? +8a +6)o, —4(1+ a)(0, + 0y4)+ 20, + 0, )]+
AX*p(x,y) (as)

+20(wg + o + 0 + 0y )+ o’ (o, + o)+ o + 0 = S

(V*0)° = (602 +8a+5)w, —4(1+oc)[03d +o(®g + ®, )]—
—2(B+ o+ oy, +2a(0; + 0 )+ (o +B) 0y + 0y )+ a’ (o, + o)+ o, = (16)

_ Ax*p(x,y)
D b

(Vi) = (-6B* +120B + 8B +2)o, + 4B(B — 20 — )0, + ©, ) —
—4(B+ o +TNog +B(20 —B) (o, + o)+ 2(a + B)(w; + 0y ) + 20, = (17)

_ Ax*p(x,y)
D )

“lay (18)
B=o(1-v),

_ —2BM+ Ax

~ 2BM+AX

BMB = 4BM(1+ av)
2BM + Ax

_ —2BMav

- 2BM+Ax’

BM=1,5D,
n

BMA

(19)
BMC

Bei Verwendung der im Abschnitt 2 besprochenen Randbedingungen und unter Beachtung der Verdnderungen
gegeniiber der o0.g. Arbeit erhdlt man 15 Differenzengleichungen, welche die Differentialgleichung (1) ersetzen.

In den weiteren Rechnungen wird der Biegungskoeffizient fiir jeden Punkt des Gitters zwecks Vereinfachung der
Schreibweise mit Grobuchstaben gekennzeichnet, der der jeweiligen Differenzengleichung zugeordnet ist und
gleichzeitig die Lage des Mittelpunktes des Gitters bestimmt.

Der Index (kleiner Buchstabe) bestimmt den Punkt des Gitters, z. B. wird der Koeffizient des Mittelpunktes ,,a“

der Formel C mit C, = 6a.® +8a +6 bezeichnet. Die Belastung p(x, y) in den Gleichungen (13)...(17) stellt

die Summe der Flachenlast q(x, y) und der Einzellast Fi(x, y) dar, gleichmiBig verteilt auf das Element des Git-
ters. In Abhéngigkeit davon, in welchem Punkt der Platte sie angelegt wird, kann sie durch folgende Gleichun-
gen dargestellt werden:
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1:i (Xa Y)

p(x,y) =q(x,y)+ ——== fiir jeden inneren Plattenpunkt,
AxAy
2F.
p(x,y) =q(x,y)+ 2R (.y) fiir jeden Randpunkt, (20)
4F,
p(X,y) =q(x,y) + A (Y) fiir jeden Eckpunkt.

Fiir den in dieser Arbeit untersuchten Fall ist die Flachenlast q(x, y) = 0, weil diese Belastung nicht angelegt
wird und das Eigengewicht der Platte vernachléssigbar ist.

Die Durchbiegung in allen Punkten der ganzen Platte l4sst sich aus folgender Matrixgleichung berechnen:

A D G W,
B E F C W,
C FHF W,
C F H C
C F F 4
C - H.C _ ATxp(xy) N
F F C D
C H F C
F H F C| W,
C F E B| |Wg,
G D A | W,
Die mit den Symbolen A...H bezeichneten Untermatrizen n werden mit folgenden Gleichungen bestimmt:
K, K, K;
Ly L, L, L
Mj My M, M, M
A=|- . . . . 22)
Mj My M, M, M
Nj Ng N, Ny
0, 0, O,
und so weiter, zum Beispiel
K, Kg
L, L. Lg
M, M, Mg
D= . . . (23)
M, M, Mg
N, N, Ng
o, O,
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K
Ly
My,
G=
M,
Nj
O
jedoch
Woo
Wo
Wo
Wo,y-1
qu

24)

(25)

Die Matrix (25) représentiert Belastungen der Platte in dementsprechenden Punkten; W, ist eine im Punkt mit

den Koordinaten (dvy) angelegte Kraft.

4 Verformung einer rechteckigen Kragplatte unter beliebiger Normalbelastung

Wie schon im Abschnitt 3 erwihnt, ist das Berechnungsverfahren fiir die Durchbiegung einer dicken Kragplatte
dhnlich der von Umezawa u. a. (1969) angewandten Methode. Die Berechnung wurde folglich zwecks Ver-
gleichbarkeit der Ergebnisse mit denselben Werten wie dort durchgefiihrt, zumal diese Autoren ihre theoreti-
schen Betrachtungen zusétzlich mit experimentellen Untersuchungen unterstiitzen. Die theoretischen und expe-

rimentellen Ergebnisse fiir eine symmetrisch eingebrachte Kraft sind in den Bildern 4 und 5 dargestellt.
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Bild 4. Numerische Losung der Plattenbiegung
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Bild 5. Experimentelle Ergebnisse der Plattenbiegung

Bild 6 zeigt die Ergebnisse, die mit den in vorliegender Arbeit abgeleiteten Formeln berechnet wurden.
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Bild 6. Theoretische Ergebnisse der Plattenbiegung

Im Bild 5 sind in Klammern die Werte dargestellt, die am Plattenrand wahrscheinlich durch Extrapolation er-
halten wurden, weil aus technischen Griinden das Messen der Durchbiegung an diesen Stellen nicht moglich
war. In den experimentellen Untersuchungen wurde die Belastung 2 mm vom freien Plattenrand entfernt einge-
leitet. In den Bildern 4 und 6 ist in Klammern das Verhéltnis zwischen den in Bild 5 dargestellten experimentell
ermittelten Werten und den Berechnungsergebnissen in Prozent angegeben.

Die Abweichungen zwischen den in der zitierten Literaturstelle enthaltenen theoretischen und experimentellen
Werten schwanken zwischen 2...25 %, die in vorliegender Arbeit ermittelten und in Bild 6 dargestellten Fehler
liegen dagegen nur zwischen 4...14 %. Die groBte Ubereinstimmung ist an den Ecken vorhanden, d. h. dort, wo
prézisere Randbedingungen eingefiihrt wurden.
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Ein dhnlicher Vergleich der erhaltenen Ergebnisse wurde fiir die asymmetrische Belastung der Platte durchge-
fithrt. Die entsprechenden. Resultate sind in den Bildern 7, 8 und 9 gezeigt. In diesem Fall wird ebenfalls eine
bessere Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten nachgewiesen. Die verbliebenen Fehler kénnen durch
Verwendung eines engmaschigeren Gitters iiber der Platte verkleinert werden.
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Bild 8. Experimentelle Ergebnisse der Plattenbiegung
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Bild 9. Theoretische Ergebnisse der Plattenbiegung

Den Einfluss der Gitterdichte auf die erhaltenen Ergebnisse zeigt Bild 10. Es ist eine charakteristische Verande-
rung der Durchbiegung des freien Randes (u = 1) parallel zum elastisch eingespannten Rand sichtbar. Der elas-
tisch eingespannte Rand (u = 0) behilt seinen Charakter, aber an den Ecken unterscheiden sich die erhaltenen
Ergebnisse um nahezu 100 %. Allerdings bewirkt eine iibermdfige Verdichtung des Berechnungsgitters ein
schnelles Anwachsen der Rechenzeit bei gleichzeitig hoherem Speicherplatzbedarf des Computers.
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Bild 10. Vergleich der erhaltenen Ergebnisse in Abhéngigkeit von der Gitterdichte der Platte

In den Bildern 11 und 12 sind die Durchbiegungen des freien Plattenrandes parallel zum eingespannten Rand in
Abhingigkeit von der Stelle des Lastangriffs, die mit Vektoren gekennzeichnet ist, dargestellt. Bild 11 zeigt die
Verschiebung der Kraft ldngs des freien Plattenrandes parallel zum eingespannten Rand. In Bild 12 ist die
Durchbiegung desselben Randes zu sehen bei Einleitung von Kréiften am freien aber rechtwinklig zum einge-
spannten Rand. Man kann sehen, dass fiir diese Falle der freie Plattenrand nach der Biegung fast eine gerade
Linie bildet. Wenn die Belastung an einer Ecke des eingespannten Randes oder in seiner Néhe eingeleitet wird,
so kann die gegeniiberliegende Ecke einen negativen Durchbiegungswert annehmen. Der Einfluss des E-Moduls
ist nicht groB. Fiir Werte von E im Bereich von 2,0 - 10'"...2,2 - 10" N/m?, also fiir Stahl, Stahlguss u. 4., betra-
gen die maximalen Abweichungen fiir die Durchbiegungen 4,6 % bezogen auf E = 2,06 - 10! N/m’.
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Bild 11. Biegung des freien Plattenrandes in Abhéngigkeit von der Verschiebung der Kraft entlang des freien
Randes parallel zum eingespannten Rand
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Bild 12. Biegung des freien Plattenrandes in Abhéngigkeit von der Verschiebung der Kraft entlang des freien
Randes rechtwinklig zum eingespannten Rand

In den Bildern 13 und 14 ist die Plattenbiegung im Querschnitt und an ihrem freien Rand, parallel zum elastisch

. . ) o _Fa?
eingespannten Rand, dargestellt. Die Durchbiegungswerte sind in dimensionsloser Form als Verhiltnis ®/——

nD
angegeben, um einen Vergleich mit den Werten nach GroBman (1981) zu ermdglichen.
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Bild 13. Plattenbiegung fiir die Koordinate v = 0 in Abhdngigkeit von der Lage der Krafteinleitungsstelle
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Bild 14. Biegung des freien Plattenrandes in Abhidngigkeit von der Verschiebung der Kraft in der
Symmetrieebene der Plattenbreite
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Bild 15. Biegung des freien Randes bei diinnen und dicken Platten in Abhéngigkeit vom Verhéltnis 1/a fiir den
Fall symmetrisch am Plattenrand angelegter Belastung

Bild 15 zeigt die Durchbiegung des freien Plattenrandes infolge symmetrischer Belastung durch eine Einzelkraft
am freien Rand fiir verschiedene Werte 1/a und fiir dicke als auch diinne Platten. Aus o. g. Betrachtungen aber
auch aus frither erwéhnten Berechnungen lésst sich schlussfolgern: je kleiner die Plattendicke und der Wert 1/a
sind, desto besser stimmen die erhaltenen Werte fiir die dicke und die diinne Platte iiberein.

Der Vollstiandigkeit halber sei noch vermerkt, dass das betrachtete Problem auch in einem anderen Zusammen-
hang behandelt wurde. Zu verweisen ist hier auf Arbeiten von Vlasov (1966), Selvaduari (1979) und Kolar
(1990).
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