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Das Prizisieren der Formel fiir die Zugkraft bei Rollreibung

V. Volov

Es wird das Rollen eines Rads mit einem Gleitlager auf einer ebenen Fldche betrachtet und fiir dieses
Rollsystem die Formel fiir die Zugkraft prizisiert.

1 Einleitung

Fiir den Fall, dass ein Rad auf horizontaler Fliche mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegt wird und dass
aufler dem Rollwiderstand noch der durch Lagerreibung entstehende Widerstand zu {iberwinden ist, werden in
der Technischen Mechanik zwei Varianten der Zugkraftberechnung des Rollrads ausgewiesen.
Die erste Variante: Man fasst den Rollwiderstand und die Lagerreibung zusammen zum Fahrwiderstand, wie das
zum Beispiel im Techniker Handbuch von Boge (1999) oder in der Technischen Mechanik von Mayer u.a.
(2003) angegeben wird. Die entsprechende Formel fiir die Zugkraft sieht folgendermalen aus:

PN, M

wobei P die Zugkraft, N die vertikale Radlast, u , die Fahrwiderstandszahl ist.

Diese Methode hat den Nachteil, dass man die Fahrwiderstandszahl fiir das gesamte System (das Rad mit dem
Lager) experimentell durch Messung der erforderlichen Zugkraft feststellen muss.

Die zweite Variante: Die Rollreibung und die Lagerreibung erfasst man getrennt, zum Beispiel gemd3 dem
Handbuch fiir Techniker und Ingenieure von Krist (1983). In diesem Fall schreibt man gewdhnlich die Formel
fiir die Zugkraft folgenderweise.

P =2 (fem), @

wobei P die Zugkraft, N die vertikale Radlast, R der Radradius, r der Lagerradius, ¢ die Gleitreibzahl,
f Hebelarm der Rollreibung ist.

Die zweite Variante gibt mehr Freiheit fiir Berechnungen Réderkonstruktionen im Vergleich mit der ersten
Variante ohne die speziellen experimentellen Ermittlungen von Reibungs- und Rollreibungskoeffizienten
durchzufiihren, weil groe Datenbanken mit Werten beider Reibungsarten in Nachschlagewerken vorhanden
sind. Aber, wie eine Analyse weiter zeigt, ist die Formel (2) physikalisch nicht ganz korrekt, denn bei der
Herleitung dieser Formel wird angenommen, dass die Reibungskraft im Lager proportional der vertikalen
Radlast ist und zu ihr orthogonal gerichtet ist. In Wirklichkeit gibt es keinen orthogonalen Zusammenhang
zwischen den Richtungen der Reibungskraft und Radlast. Aus diesem Grunde kann die Formel (2) nicht fiir alle
Fille angewendet werden. Zum Beispiel fiihrt diese Formel bei groBen Werten x# zu beachtlichen
Berechnungsfehlern. Deshalb besteht das Ziel dieser Arbeit darin, die Formel fiir die Zugkraft des Rollrads zu
prézisieren um ihren Anwendungsbereich zu erweitern und die entstehenden Berechnungsfehler auszuschlie3en.

2 Berechnungssystem

Betrachtet wird ein System, das aus einem Rad mit Gleitlager besteht. Dieses System wird im Bild 1 dargestellt.
Das Rad rollt man auf einer horizontalen Flache mit konstanter Geschwindigkeit nach rechts. Die horizontale
Zugkraft P greift an der Achse an. Die Belastung N wirkt vertikal auf die Achse. An der Achse muss ebenfalls
das Reaktionsmoment M angesetzt werden, um ein Moment der Reibungskraft zwischen der Achse und der
Radbuchse zu kompensieren. AuBBerdem wirkt auf das Rad die Normalkraft N; und die Rollwiderstandskraft F;
vom Boden. Die Normalkraft N; und die Rollwiderstandskraft F; wirken im Punkt K, der von der
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Koordinatenachse y um den Wert f (sog. Hebelarm der Rollreibung) abgesetzt ist. Den Punkt K bezeichnet

man als ,,Kipppunkt“. Wegen der geringen Eindriicktiefe kann man bei der weiteren Losung dieses Systems den
Kippabstand a gleich dem Rollradius R setzen, d.h. a = R.

Gleitlagerfliche i Rad

Achse

Bild 1. Kréfte beim Abrollen des Rollsystems

P Zugkraft, M Reaktionsmoment, N Belastung, N; Normalkraft, 7; Rollwiderstandskraft, f Hebelarm der
Rollreibung, R Radradius, r Lagerradius, a Kippabstand.

Bei gleichformiger Rollbewegung herrscht Gleichgewicht, deshalb kann man dieses System als absolut starre
Korper betrachten.

Das System enthdlt fiinf Reaktionen, aus denen vier unbekannt sind. Deshalb benétigt man noch eine
Ausschnittsbetrachtung — die Achse, deren Berechnungsmodell im Bild 2 gezeigt wird.

Bild 2. Die Krifte bei ausgeschnittener Achse

F, Lagerreibungskraft, M Reaktionsmoment, P Zugkraft, N Belastung,
N, Reaktionskraft, die auf die Achse von der Radbuchse wirkt, » Lagerradius

3  Ermittlung der Zugkraft

Aus den Bildern 1 und 2 lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen ablesen.
Aufgrund des Bildes 1:

D Myy=0; P-R-M-N-f=0 3)
Aufgrund des Bildes 2:

D Mgy=0; M-F,r=0 )
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AuBerdem kann die Lagerreibungskraft F, aufgrund des Coulombschen Reibungsgesetzes durch folgenden
Ausdruck definiert werden:

Fy=Ny-u, (%)
wobei p die Gleitreibzahl, N, die Reaktionskraft ist.

Um die vierte Gleichung aufzustellen, betrachtet man den Zusammenhang der Krifte, die im Bild 2 dargestellt
sind. Das entsprechende grafische Kraftepolygon wird im Bild 3 dargestellt.

Bild 3. Kriftepolygon

Aufgrund des Bildes 3 ergibt sich die Vektorgleichung:

e T

P+N+F,+N, =0 . (6)
- - - - - - - - ) ) 5 2
Daraus wird F2+ N, =—(P+N).Da F2 L N,und P LN sind, gilt die Gleichung F,” + N,” =N~ +P~ .
Damit wird:

N, =N?+P*—F,* . ()

Gleichung (5) in (7) eingesetzt ergibt F, = mlNz +P? —F22 . Damit gilt F22 = ,uzNz +,uzP2 —,uzez und
dann ergibt sich:

Fy=—H : IN2+ P2 (8)

Aus (3) folgt:
M=P-R-N-f. ©)

Gleichung (8) in (4) und dann (4) in (9) eingesetzt ergibt:

P-R-N-f=—tL_JN2+pP?, (10)
wll+,u2

oder

2.2
(P-R-N-[)> :{l—rz(N2+P2). (11)
+

Daraus kann man den Ausdruck fiir P ermitteln. Aus der Umformung des Ausdrucks (11) ergibt sich:
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u2r?

2.2
PR*-2P-R-N-f+N2 2 - N2 ~P?=0, (12)
1+ u 1+ u
oder
2.2 2.2
P2R*-E 2P RN f+N2 (2 -E =0 (13)
1+ u I+ u

Aus dieser quadratischen Gleichung folgt die sinnvolle Losung:

2.2 2.2
2R-N~f+\/4R2N2f2 —4N?*(R? _%)'(fz ST
)7

1+,u2
pe _ (14)
2(R2 _LI”Z)
1+u
Nach Vereinfachung ergibt sich:
2, g2 2.2
R-f+ru R +J; - ,ur22
1+u (I+47)
P=N- o , (15)
RI_HT
1+,u2
oder
2 2.2
r
. f(1+ﬂ2)+rﬂ\/(1+£2)'(1+#2)—#Rz
pP=_". (16)

R 2
L= )
R

Also stellt der Ausdruck (16) die Zugkraft des Rollrads auf einer horizontalen ebenen Flache bei Lagerreibung
dar.

4  Analyse der Formeln fiir die Zugkraft

Der Ausdruck (16) sieht auf den ersten Blick kompliziert aus. Aber wenn man in dieser Formel #= 0 annimmt,
d.h. die Lagerreibungskraft ist gleich null, dann ergibt sich der Ausdruck:

_n.t
PN (17)

Dieses Ergebnis wird oft in der Praxis fiir das rollende Rad angenommen, wenn die Lagerreibung vernachléssigt
werden kann. Dies ergibt sich ebenfalls, wenn in (16) »=0 angenommen wird.
Wenn man in (16) /= 0 annimmt, d.h. der Radrollwiderstand ist gleich null, dann ergibt sich der Ausdruck:

P=N. "H . (18)
\/R2+,u2(R2—r2)

Man kann also feststellen, dass die Formeln (2) und (16) vollstdndig nur bei 4= 0 iibereinstimmen.

Um zu bewerten, wie gro3 der Unterschied zwischen der Formel (2) und Formel (16) bei der
Zugkraftberechnung ist, wurden Berechnungen und graphische Auswertung des folgenden Ausdruckes
durchgefiihrt:
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5=| 5 100 (19)

wobei o der Wert des Fehlers, der bei Berechnungen nach Formel (2) entstehen kann, 13 der Wert der Zugkraft,
der nach der Formel (2) bestimmt wird, P der Wert der Zugkraft, der nach der Formel (16) bestimmt wird, ist.

Mit Hilfe des Ausdrucks (19) wurde die Auswertung durchgefiihrt, die eine Vorstellung gibt, wie stark die

Reibzahl x4 und der relative Radius p :% den Fehler ¢ beeinflussen kdnnen. Die Ergebnisse werden im Bild 4

veranschaulicht.
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Bild 4. Abhiingigkeit des Fehlers & von - und p -Anderungen

Im Bild 4 zeigt Kurve 1 die Abhingigkeit des Fehlers & von den x -Anderungen von 0 bis 1, bei =0 und p=
0,2. Kurve 2 zeigt die Abhiingigkeit des Fehlers §von den p -Anderungen von 0 bis 1, bei f=0und z=0,2.

In diesem Beispiel beeinflussen die p-Anderungen die Fehler nicht mehr als 2 %. Die x-Anderung beeinflusst
die Fehler wesentlich mehr. Bei =1 erreicht der Fehler einen Wert von 40%.

5 Zusammenfassung

Es wurde festgestellt, dass die in der technischen Literatur vorhandene Formel (2) fiir die Ermittlung der
Zugkraft bei der Roll- und Lagerreibung nicht korrekt ist und zu beachtlichen Fehlern fithren kann. Es wurde
gezeigt, dass die Lagerreibung wesentlichen Einfluss auf die Grofle der Berechnungsfehler hat.

Um diese Fehler auszuschlieBen wurde der Ausdruck (16) ermittelt, der die Prizision der Berechnungen der
Zugkraft bei Rollreibung erhoht.

Die Analyse des Ausdruckes (16) zeigt, dass in der Praxis der Ausdruck (16) vereinfacht werden kann; zum
Beispiel auf die einfachen Formeln (17) und (18) gebracht wird. Die Formel (17) zeigt, wenn die Lagerreibung
vernachlissigt wird, die vollstindige Ubereinstimmung der Formeln (2) und (16).
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