
TECHNISCHE MECHANIK, Band 25, Heft 3-4, (2005), 182-189 
Manuskripteingang: 17. August 2005 

 
 

Zur Klassifizierung mehrparametriger Dämpfungsmodelle 
 
H. Müller zum Hagen, B. Nolte 
 
 
Vier Dämpfungsmodelle wurden in Nolte und Müller zum Hagen (2005) hinsichtlich ihrer mathematischen 
Struktur beschriebenen: Das Maxwell-Modell, das Jeffreys-Modell, das Kelvin-Voigt-Modell sowie das 
Poynting-Thomson-Modell. Die Diskussion der Modelle erfolgte an den partiellen Differentialgleichungen in 
der Verschiebung. Weitere physikalische Untersuchungen fanden statt. Es hat sich, dass zwei der partiellen 
Differentialgleichungen (Dämpfungsmodell nach Maxwell und Poynting-Thomson) rein hyperbolisch sind und 
die zwei anderen partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen-hyperbolischen Typ sind. Diese Er-
kenntnis wird in dieser Arbeit auf mehrparametrige Dämpfungsmodelle übertragen. 
 
 
1 Einleitung 
 
In der ingenieurwissenschaftlichen Literatur ist es üblich, für rheologische Dämpfungsmodelle, die sich auf die 
Verkettungen von einzelnen Grundelementen (namentlich Feder und Dämpfer) beziehen, Stoffgesetze aufzustel-
len, die den differentiellen Zusammenhang zwischen der Spannung und der Dehnung eines Modells 
beschreiben. Dieses wird hier natürlich ebenfalls vollzogen. Wichtiger für die nunmehr anstehende 
Strukturanalyse sind jedoch nicht die Stoffgesetze, sondern die sich hieraus mittels des Newtonschen Gesetzes 
ergebenden partiellen Differentialgleichungen (in der Verschiebung) eines konkreten dissipativen Wellenleiters. 
 
 
2 Zur Struktur n-gliedriger Maxwell-Parallelschaltungen und Kelvin-Voigt-Ketten mit Abschluss 
 
Für eine n-gliedrige Kelvin-Voigt-Kette nach Bild 1 mit Feder- oder Dämpfer- oder Maxwell-Abschluss 
 
 

 
 

Bild 1. n-gliedrige Kelvin-Voigt-Kette mit Abschluss 
             
lässt sich das Bildungsgesetz für die partielle Differentialgleichung des Dämpfungsmodells nach Bild 1 angeben 
mit , wenn sich im Abschluss ein Dämpfer befindet, sonst 1=Ds 0=Ds  und 1=Fs , wenn sich im Abschluss 

eine Feder befindet, sonst : 0=Fs
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Für eine n-gliedrige Maxwell-Parallelschaltung nach Bild 2 
 
 

 
 

Bild 2 n-gliedrige Maxwell-Kette mit Abschluss 
 

lässt sich ebenfalls das Bildungsgesetz für die partielle Differentialgleichung des Dämpfungsmodells nach Bild 
2 angeben mit , wenn sich im Abschluss ein Dämpfer befindet, sonst 1=Ds 0=Ds  und , wenn sich 

im Abschluss eine Feder befindet, sonst

1=Fs
0=Fs : 

 
Satz 1: Die partielle Differentialgleichung einer n-gliedrigen Maxwell-Parallelschaltung lautet (nach Bild 2): 
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mit , wenn sich im Abschluss ein Dämpfer befindet, sonst 1=Ds 0=Ds  und , wenn sich im Ab-

schluss eine Feder befindet, sonst . 

1=Fs
0=Fs

 
Satz 2: Zur Isormorhie: Jeder n-gliedrigen Maxwell-Parallelschaltung mit einem gewissen Abschluss entspricht 
eine m-gliedrigen Kelvin-Voigt-Kette mit gewissem Abschluss. Je nach Art der Abschlüsse kann n=m gelten. 
Dies ist jedoch nicht zwingend erforderlich. Die partiellen Differentialgleichungen der Dämpfungsmodelle 
Reihe/Kette entsprechen einander. Durch Umbenennung der Koeffizienten entsteht aus einer Maxwell-Parallel-
schaltung mit Abschluss eine Kelvin-Voigt-Kette mit einem in der Regel anderen Abschluss. Dies gilt auch um-
gekehrt. 
 
Beweis von Satz 1 wird durch vollständige Induktion geführt (Details siehe Nolte (2004)). 
 
Satz 3: Man betrachte die partielle Differentialgleichung (5) für eine n-gliedrige Maxwell-Parallelschaltung mit 
gewissen Abschlüssen respektive Dämpfer oder Feder nach Satz 1. 
 
Fall : 1=Ds
(A) Die partielle Differentialgleichung (5) ist parabolisch-hyperbolisch im Sinne von Nolte und Müller zum 
Hagen (2005) mit den Charakteristiken constx = . Letzteres bewirkt, dass die Randwerte wieder - wie beim 
Kelvin-Voigt-Körper und auch bei Jeffreys-Körper - auf den Charakteristiken vorgegeben werden. 
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 (B) Nimmt man von der partiellen Differentialgleichung (5) den Hauptteil (höchste Ableitungsordnung) und 
den ersten Nebenteil (zweit-höchste Ableitungsordnung) und ersetzt u  durchnt, u , dann erhält man folgende 

PDgl: 
 
 ttnxxnxxtn ubuaua ,2,,1 ++ =+                                                                        (6) 

 
Diese ist von der Grundform der Differentialgleichung des Kelvin-Voigt-Körpers und ist natürlich wieder - wie 
in (A) - parabolisch-hyperbolisch mit den Charakteristiken constx = . Die Kelvin-Voigt-Gleichung wurde in 
Nolte und Müller zum Hagen (2005) physikalisch charakterisiert, auch im Hinblick, dass sie parabolisch-hyper-
bolisch ist. 
 
Fall : 0=Ds
(A)   Für  ist die partielle Differentialgleichung (5) stark hyperbolisch mit den Charakteristiken 1=n

constx =  und constctx +±= . und der Schallgeschwindigkeit 
 

 
1

3

a
bc =                                                                                         (7) 

 
(B) Für  und 2=n 0=Ds  ist die partielle Differentialgleichung (5) stark hyperbolisch mit den gleichen 
Charakteristiken wie in (A). 
 
 (C) Nimmt man für beliebige ,   von der partiellen Differentialgleichung (5) wieder den Hauptteil (höchste 
Ableitungsordnung) und den ersten Nebenteil (zweit-höchste Ableitungsordnung) und ersetzt man wieder (wie 
im Fall  - dort Teil (B) -) den Term u  durch

n Fs

1=Ds )(, nt u , dann erhält man folgende PDgl: 

 
 ttntttnxxnxxtn ububuaua ,1,2,1, ++− +=+                                                        (8) 

 
Diese ist von der Grundform der Differentialgleichung des Poynting-Thomson-Körpers und sie ist wieder - wie 
in (A) und (B) - stark hyperbolisch. Die Poynting-Thomson-Gleichung wurde in Nolte und Müller zum Hagen 
(2005) physikalisch charakterisiert, auch im Hinblick darauf, dass sie hyperbolisch ist.  
 
 
Anmerkungen zu Satz 3: 
 
(I) Satz 3 zeigt, dass die Gleichung (5) für 1=Ds  parabolisch-hyperbolisch ist. Im Gegensatz dazu ist (5) für 

 mit aller Wahrscheinlichkeit hyperbolisch. Dieses wird durch den 2. Teil ( ) von Satz 3 nahe 
gelegt. Der Beweis sei dem Leser überlassen. 

0=Ds 0=Ds

 
(II) In den wichtigsten Fällen bestimmt bereits der Hauptteil der partiellen Differentialgleichung ob sie hyperbo-
lisch oder elliptisch ist. Der Hauptteil und der erste Nebenteil einer partiellen Differentialgleichung bestimmen, 
ob die PDgl - gegebenenfalls nach Transformation auf ein PDgl-System 2. Ordnung - parabolisch-hyperbolisch 
im Sinne von Nolte und Müller zum Hagen (2005) ist. Daher wird in Satz 3 für 1=Ds  in Punkt (B) die PDgl. 
(5) auf den Hauptteil und den ersten Nebenteil verkürzt. Das Ergebnis ist die Kelvin-Voigt-Grundform. Um eine 
zu dem eben erwähnten Punkt (B) parallele Behandlung zu erzielen, wird im Punkt (C) des Falles  eben-
falls auf den ersten Hauptteil und den ersten Nebenteil verkürzt. 

0=Ds

 
(III) Der Wert für c  aus (7) bezieht sich natürlich auf die Charakteristiken der PDgl. (5) für  und 

. Man beachte, dass im Beweis (beim Übergang von (29) auf (30)) eine Transformation der Variablen 

(x,t) durchgeführt wurde, wodurch die Hauptcharakteristiken 

1=n
0=Ds

const+±= ctx  ( 13 / ab=c ) auf 

. übergehen. Nach diesem Übergang wäre dannconst+t1⋅±=x 1=c . 
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Beweis von Satz 3: Zunächst sei der Fall 1=Ds  besprochen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird der 
Fall  behandelt. Bereits für  lässt sich das Prinzip des Beweises hinreichend erläutern. 2=n 2=n
 
Mit der Einführung der neuen Unbekannten 
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lässt sich die Differentialgleichung (5) mit  
                    
          u                                                                                              (10)      u=0

          u                                                                                            (11) tu,1 =

          u                                                                                           (12) ttu,2 =

          u                                                                                          (13) tttu,3 =

          v                                                                              (14) xxtt uu ,2,2 ==

          v                                                                                (15) xxt uu ,1,1 ==

          v                                                                                (16) xx uu ,0,0 ==
                                                            
transformieren zu folgendem System: 
 
                                                                                            (17) 1,,,0 uuu tt ==

                                                                                           (18) 2,,,1  uuu ttt ==

                                                                                          (19) 3,,,2  uuu tttt ==
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                                                                                       (21) xxtttt uuv ,3,,2 ==

                                                                                        (22) xxttt uuv ,2,,1 ==

                                                                                         (23) xxtt uuv ,1,,0 ==
 
Der Leser mag sich rasch davon überzeugen, dass Äquivalenz gegeben ist (  und ⇐ ). Der Fall ist 
unmittelbar aus den Gleichungen (10)-(16) zu (17)-(23) ersichtlich. Für die Umkehrung, Fall⇐ , müssen die 
Integrabilitätsbedingungen wie zum Beispiel (21) 

⇒ ⇒

 
  xttttx uvu ,,2,3 ==
 
betrachtet werden. Somit ergibt sich beispielsweise für  (21) 
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Dies liefert unter Einarbeitung von Anfangs- sowie Randbedingungen eine verschwindende 
Integrationskonstante  und somit die Gleichung (13). Gleichungen (17) bis (23) sind äquivalent zu (20) 
zusammen mit: 

)(xg
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Gleichung (20) ist parabolisch bzgl. der Unbekannten u . Gleichung (24) ist leider nicht stark hyperbolisch 

(Existenz von linear unabhängigen Eigenvektoren) bzgl. der Unbekannten ( . Daher 
werden               weitere Unbekannte eingeführt, d.h. es wird wie folgt umgeformt: 

3
Tvvvuuu ),,,,, 012210

 
       xttxttt uvuuuvvvuu ,2,13,2,3,11,13,2 ,,:, ==⇔===                                            (25)                             

 
und 
 
 xttxtttt uvuuuvvvvvuu ,1,02,1,3,00,00,02,1 ,,:,:, ==⇔====                                            (26) 

 
Ziel ist es, die in (24) störenden x -Ableitungen  letztlich so umzuwandeln, dass nur noch die xx uu ,2,1 , x -

Ableitung  übrig bleibt, wobei ja  die parabolische Unbekannte ist (siehe parabolische Gleichung (20)). 

Also erhält man, dass (20) und (24) äquivalent ist zu: 
xu ,3 3u

 

                                                   (27) 
42233

,00,11,22,33,3

/)         
        (

bubub
vasvavauasu xFxxxxDt

−−

+++=

 

 





































+





































































=



































x

x

x

xt u
v
v
u
v
u
u
u
u

v
v
v
v
v
v
u
u
u

v
v
v
v
v
v
u
u
u

,3

0

0

,3

1

,3

3

2

1

,0

0

0

1

1

2

2

1

0

,0

0

0

1

1

2

2

1

0

000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000
000000000

                                          (28) 

 
Das System (27), (28) ist parabolisch-hyperbolisch, wobei die Gleichung (27) parabolisch ist bzgl.  und das 
System (28) ist (symmetrisch) hyperbolisch mit den einzigen Charakteristiken

3u
constx = . 

 
Beweis von Satz 3 für den Fall  und0=Ds 1=n . Hierfür lautet die Differentialgleichung (5) 
 

 0,2,3,0,1 =−−+ tttttxxFxxt ububuasua                                                       (29) 
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Zeitdilatation führt auf 
 
                                                           (30) 0,,,, =−−+ tttttxxFxxt buuausu
 
Mit der Transformation α=t,u  und u  gilt sofort vx =,

 
 txtxtx vuu ,,,, === α                                                                         (31) 

 
und die Gleichung (30) lässt sich transformieren zu folgendem System 
 
 txFttxx bavs ,,,, ααα +−=−                                                                        (32) 

 xtv ,, α=                                                                                              (33) 

 α=tu,                                                                                              (34) 

 
Es sei angemerkt, dass die Gleichung (34) als sukzessiv entkoppelt von dem System (32 und 33) anzusehen ist. 
Eine weitere charakteristische Transformation mit 
 
 txtxw ,,)(: ααα +=∂+∂=                                                                       (35) 

 
und 
 
 txtx www ,,)( −=∂−∂                                                                          (36) 

                ttxx ,, αα −=                                                                         (37) 

 
ergibt das System 
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Dieses System ist nach Hellwig (1977) stark hyperbolisch, weil die Determinante der Matrix aus Gleichung (38) 
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verschiedene reelle Lösungen in λ  besitzt und somit drei linear unabhängige Eigenvektoren existieren. Dies ist 
hier offensichtlich der Fall: 
 

 1,1,0 321 −=== λλλ                                                                         (40) 
 

Es sei angemerkt, dass die Lösung hier unabhängig von der Variablen  ist. asF
 

Beweis von Satz 3 für den Fall  und 0=Ds 2=n  und 0=Fs . Hierfür lautet die Differentialgleichung (5) 
 

 0,2,3,4,1,2 =−−−+ tttttttttxxtxxtt ubububuaua                                                      (41) 

 187



 
 
 
Zeitdilatation führt auch hier auf 
 
 0,,,,, =−−−+ tttttttttxxtxxtt cubuuauu                                                              (42) 

 
Mit sukzessiven Entkopplung α=tu, und der weiteren Transformation βα =t,  und vx =,α  gilt sofort 

 
 tx v,, =β                                                                                           (43) 

 
und die Gleichung (42) lässt sich transformieren zu folgendem System 
 
 ββββ cbav txttxx ++−=− ,,,,                                                                   (44) 

 xtv ,, β=                                                                                              (45) 

 
 βα =t,                                                                                               (46) 

 α=tu,                                                                                             (47) 

 
Eine erneute weitere charakteristische Transformation mit 
 
 txtxw ,,)(: βββ +=∂+∂=                                                                       (48) 

 
und 
 
 txtx www ,,)( −=∂−∂                                                                          (49) 

                ttxx ,, ββ −=                                                                         (50) 
 
ergibt das System 
 

 wxt +−= ,, ββ                                                                                   (51) 

 ββ cbwbavww xxxt −−++= ,,,,                                                   (52) 

 xtv ,, β=                                                                                              (53) 
 

 βα =t,                                                                                               (54) 

 α=tu,                                                                                              (55) 
 
Also gilt: 
 

                                                 (56) 
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Für die Eigenwerte der Matrix aus Gleichung (56) gilt 
 

 1,1,0 543,2,1 =−== λλλ                                                                          (57) 

 188



 
 
 
Die zugehörigen Eigenvektoren lauten 
 

                             (58) 
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Die Vektoren  sind linear unabhängig. Also ist (56) stark hyperbolisch und folglich (41) ebenfalls. ,51 , −=ivi

 
 
3 Zusammenfassung 
 
Die in der ingenieurmäßigen Disziplinen Anwendung findenden rheologischen Dämpfungsmodelle werden in 
dieser Arbeit streng mathematisch klassifiziert. Alle Dämpfungsmodelle weisen hyperbolische Anteile auf. Es 
handelt sich um Wellenphänomene. Neu ist die Entdeckung eines bei einigen Dämpfungsmodellen auftretenden 
parabolischen Anteils. Somit findet eine Klasseneinteilung in zwei Hauptklassen statt. Die eine ist rein hyperbo-
lisch, während die andere eine parabolisch-hyperbolische Mischform darstellt. Die Diskussion findet an einer 
Maxwell-Parallelschaltung mit Abschlüssen statt. Diese Untersuchung ist hinreichend, da Isormorphie zur 
Kelvin-Voigt-Kette besteht. 
 
Folgende Regel gilt: Existiert ein Weg durch das Modell, welcher nur über Dämpfer führt, so liegt in der 
problembeschreibenden partiellen Differentialgleichung der parabolisch-hyperbolische Fall vor, gibt es diesen 
Weg nicht, so ist die partielle Differentialgleichung rein hyperbolischen Typs. 
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