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Konzepte der Numerik endlicher Rotationen

A. Menzel, P. Betsch, E. Stein, P. Steinmann

Algorithmen zur Berechnung endlicher Rotation, die typischer Weise bei Finite Element S mulationen Anwendung
finden, kdnnen in zwei allgemeine Kategorien unterteilt werden: Im Rahmen der ersten Kategorie werden iterative
Rotationsfreiheitsgrade betrachtet, wohingegen der zweiten Kategorie totale Rotationsfreiheitsgrade zugrunde
liegen. Diese Freiheitsgrade konnen auf drei unterschiedliche Konfigurationen bezogen werden: Den letzten
Iterationsschritt, den letzten inkrementellen Lastschritt oder den unrotierten Ausgangszustand. Unabh &nging von
der gewahlten Parametrisierung endlicher Rotationen weisen diese Formulierungen unterschiedliche numerische
Eigenschaften in Bezug auf Robustheit und Stabilitat sowie den erforderlichen zusatzlichen Speicherplatzbedarf
auf. Diese allgemein zu klassifizierenden Merkmale werden in diesem Beitrag diskutiert.

1 Einleitung

Zur Formulierung endlicher Rotationen existieren zahlreiche Parametrisierungen wie die Euler—-Rodrigues For-
mel, Quaternionen oder elementare Rotationen (Eulerwinkel, Kardanwinkel), siehe zum Beispiel Altmann (1986),
Géradin und Rixen| (1995) oder Crisfield (1997). Alle Parametrisierungen verliardre§timmte Drehabbildun-

gen ihre Eineindeutigkeit zwischen den Rotationsparamétgin= 1, 2, 3) und dem zugebrigen Rotationstensor

R(0) € SO(3), wobei® = fn den Rotationsvektor mit der Rotationsachsec R* : n -n = 1 und dem
zugeordneten Drehwinkél € R bezeichnen soll. Daberhinaus &finen bei der Linearisierung im Rahmen ei-

nes numerischen Berechnungsverfahrens linearawdigkeiten auftreten, die zum Verlust der Eindeutigkeit der
Berechnungdhren bzw. zum den Verlust der Konvergenz des verwendedsargsverfahrens verursachen, sie-
heBetsch u.al (1998) oder Menzellu.a. (1998). Daher sollten die auftretenden Rotationsfreiheitsgrade hinreichend
weit entfernt von diesen, vor allem von der verwendeten Kategoriaraipen, singalien Punkten liegen.

2 Kategorisierung der Numerik endlicher Rotationen

Gegeben sei der Rotationsten®”), welcher die kartesische Bagis(i = 1,2,3) indie Basistl(.o) transformiert.

Gesucht sind Formulierungen der RotatiBn= t; ® tl(.o) welche die Basissl(.o) auft; abbildet. Im Rahmen eines
iterativen Losungsverfahrens wird zwischen dredgtichen Bezugssystemen unterschieden, wobei der Ifigdex
den letzten Iterationsschritt, der Indg) das letzte Inkrement und der IndéX die unrotierte Referenzkonfigu-
ration bezeichnet.

Kategorie |: Multiplikativer Update basierend auf iterativen, materiellen Rotationsfreiheitsgraéerbzgl. der
Basist'") des letzten Iterationsschrittes in der Fod* ™) = R* . RA(A#;).

\orteile: ¢ Singularititen treten praktisch nicht auf
¢ einfache Linearisierung

Nachteile: e programmtechnisch umfangreicher Update
e zusitzlicher Speicherplatzbedd® %))
¢ im Allgemeinen unsymmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen

Kategoriell: Additiver Update basierend auf totalen, materiellen Freiheitsgrégéengl. der Basistl@) der unro-
tierten Referenzkonfiguratio," ") = 8" + A, und R**V) = R . R(p*T).
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Vorteile: e programmtechnisch einfacher Update
e symmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen
e kein zusgitzlicher Speicherplatzbedarf

Nachteile: e fur bestimmte Rotationsabbildungen treten generell Singataritauf
¢ aufwendige Linearisierung

Diese Kategorisierung definiert die Update—Struktur der Rotationsfreiheitsgrade. Darauf aufbauend werden im
Folgenden drei unterschiedliche Verfahreraetért.

Verfahren I: Numerische Implementation im Rahmen der Kategorie I.

Verfahren Il: Numerische Implementation im Rahmen der Kategorie I.

Verfahren lll: Additiver Update basierend auf inkrementellen, materiellen Freiheitsgtadergl. der BasistEE)
des letzten Inkremente@ﬁk“) 0, 5 1 A; mit 011”102)3 = 0. Die Gesamtrotation ergibt sich aus dem multipli-
kativen UpdateR**1) = R(#) . R(QEH”). Am Ende der Gleichgewichtsiteration innerhalb eines Lastschrittes

(kP) wird die GeschichtsvariablB*”) — RE) gespeichert. Man edit'somit ein hybrides Verfahren, das we-
sentliche Eigenschaften der Kategorien | und I kombiniert.

\orteile: e hinreichend kleine Lastschritte lassen die Berechnung beliebig grof3er Rotationen zu
e programmtechnisch einfacher Update
e symmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen

Nachteile: e aufwendige Linearisierung
« zusitzlicher Speicherplatzbedd® ()

3 Numerik endlicher Rotationen

Im Folgenden beschriken wir uns stellvertretendifalle unterschiedlichen Parametrisierungen endlicher Rota-
tionen auf die Darstellung elementarer Rotationen. Die Rotationsparaipdtezeichnen daher Drehwinkel bzgl.

der einzelnen Drehachsen. Die Reihenfolge der Multiplikation dieser Einzelrotat®pemtspricht dem Bezug

auf mitbewegte oder feste Rotationsachsen. Im Folgenden werden als feste Rotationsachsen die kartesischen Ba-
sisvektorere; verwendet, so dass sich die Gesamtrotatioi®z@) = R(0se3) - R(62e5) - R(61e1) ergibt.

Anhand der strukturmechanischen Beschreibung von glatten Schalen wird diese Parametrisierung innerhalb aller
Verfahren diskutiert — zur Schalenformulierung siehe Betsch ung Stein (1996) sowie die dort zitierte Literatur. Die
Referenzrotation isilierR(©) = t(O) ® e; definiert, wobei im Folgendeﬁo) ) undt = t5 die Schalendirek-

toren der unrotierten bzw. rotlerten Konfiguration bezeichnen. Des we|teren ist die Drillrotation um den Direktor
auszuschlief3en, so dass fjt= 0 der Zusammenhang

t, = R(R(O) - 0) RO .¢; cosfy  sinfq sinfy cos6y sinfy
- RO -R(fe5) - R(A1e1) -e; mit R;;(0,) = 0 cos 0y —sin 6 Q)
=RY . R0 e.) €; = R-e; —sinfy sinf; cosfs cosB cosbs

folgt, wobeia = 1, 2. Im Allgemeinen fihren im Rahmen einer Finiten Element Formulierung multiplikative Ver-
fahren der Kategorie | zu unsymmetrischen Element-Steifigkeitsmatrizen=vgl. |[Simo (1992) — und additive Ver-
fahren der Kategorie I zu symmetrischen Element—Steifigkeitsmatrizen, siehe zum Beispiel Cardoreaaliti G”
(1988) [ Ibrahimbegovii.al (1995) oder Gruttmann u.a. (2000). Die hier betrachtete Reduktion auf zwei Rotati-
onsfreiheitsgrade liefert hingegen generell symmetrische Element—Steifigkeitsmatrizen.

3.1 Verfahren| anhand elementarer Rotationen

Im Rahmen der Finiten Element Methode ist die Linearisierung des Schalendirektors notwendig. Die Umsetzung
innerhalb der singulaaténfreien Kategorie | liefert mit. = R. - ez unde € R — R € SO(3) den Zusammen-
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hang

At = diéf [ﬁ . 1%A (8A9262) - RA(sAt‘)lel) . 63]

e=0

2
— _NLR- [(2).%] Rot=-n0, @t t=00xt |

wobei (g) den dreistufigen Permutationstensor bezeichnet und die Exponentialabbif@hg= exp(— (g)- 0)
benutzt wurde. Den zugehgen Update fasst Algorithmdis 1 zusammen.

Algorithmus 1 Verfahren |: Multiplikativer Update basierend auf iterativen Rotationsfreiheitsgraden.

Gegeben: R, iterative Rotationsfreiheitsgrade Af,,, Geschichtsvariable R™*)

cosAf, sin Afy sin Afy  cos Afy sin Ay
Schritt 1: R%(Aﬁa) = 0 cos A6y —sin A6,
—sin Al  sin Af; cosAfy  cos Af; cos Afy

schritt2: RHD = R®) . BA und D) = RO) . g1 o,

3.2 Vefahrenll anhand e ementarer Rotationen

Die Formulierung elementarer Rotationen innerhalb der Kategorie I liefert mit 1~%€ - e3 fur den iterativen
Direktor At den Zusammenhang

d d _
At = = [R(O) -R([f2 +c Abs)ex) - R([01 +<c Ab1] e) -63] T & [RZ(.;?) Rj3(00 +€ A0,) ei] _0(3)
mit den Koeffizienten
d . —sinfy sinfs  cosf; cosbs AB
d_ [RJ3 (0,1 +e€ At‘)a)] = — COS 01 0 |: Ael j| . (4)
€ e=0 —sin#; cos@s —cosb; sinfsy 2

Die Singularitit des Verfahrens wird hier deutlich, denm €s6; = 0 <= 6, = £ nx/2mitn = 1,3,5,...

stimmt der rechte Spaltenvektor dex 2 Matrix in GI.(4) mit dem Nullvektoruberein undAf- kann daher im
Rahmen einer iterativen Berechnung beliebige Werte annehmen. Anschaulich entsprechen diese Rotationswinkel
#, bzgl. der Rotationsachsg mit cos#; = 0 den Drehungen, welche die Achseg kollinear aufes abbilden.

Somit liefert eine anschlieRende Rotatiode. R(6; e1)-e2)|cos 5, =0 Mit einem Winkeb,, die auszuschlieRende
Drillrotation. Den zugebrigen Update fasst Algorithmii$ 2 zusammen.

Algorithmus 2 Verfahren Il: Additiver Update basierend auf totalen Rotationsfreiheitsgraden.

Gegeben: R(O), iterative Rotationsfreiheitsgrade Aé,,, Geschichtsvariablen 0&'“)

schritt1: 65+ = oM 4 Ag,

schritt2: ¢+ = R Rjy (05 e; mit:

R;g"‘” = [cost‘)gk'H) sin HékH) , —sint‘)gk"_l) , cost‘)gk'H) cost‘)gk"_l)]t
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3.3 Verfahren lll anhand elementarer Rotationen

Im Rahmen des Verfahrens Il wird nun die Referenzrota®f! aus Verfahren I durch die RotatiaR®) er-
setzt, die dem letzten Inkrement entspricht. Da die auftretenden inkrementellen Rotationspaametenicht
mehr die Gesamtrotation reggéntieren, tritt die oben beschriebene Singahgtaktisch nicht mehr auf, da die
inkrementellen Winkeb,, im Allgemeinen hinreichend klein bleiben. Andernfalls kann ein kleinerer Lastschritt
geweahlt werden. Den zugehigen Update fasst Algorithmdig 3 zusammen.

Algorithmus 3 Verfahren lll: Hybrider Update basierend auf inkrementellen Rotationsfreiheitsgraden.

Gegeben: iterative Rotationsfreiheitsgrade Ad,,, Geschichtsvariablen 8% und R(®)
Schritt 1: o) = o) 1+ Ab,
Schritt 2: t*+) = R Ry (08 e; mit:

R;g"‘” = [cosO%k'H) sin0;k+1) , —sin0£k+1) , cos0§k+1) cos Gékﬂ)]t

Gleichgewicht: R'®) . R0V e,) - RO\ ™ e1) —» R® und 9&":1{2 =0

4  Numerisches Beispiel

Zum Vergleich der vorgestellten Algorithmen wird als numerisches Beispiel ein einseitig eingespannter Krag-
arm betrachtet, der mit x 20 Vier—Knoten Schalenelementen diskretisiert wird — siehe Bild 1. Die Geometrie
und Materialparameter sind mit dem Beispielin_Argyris und Symeonides |(1981) bzw. Simo und Vu-Quoc (1986)
Ubereinstimmend geatilt: Es wird de—Saint—Venant—Material verwendet Bit= 4.2 x 107 undv = 0.3, so dass

sich flir die Abmessungeh = 100 (Lange) W = 10 (Breite) undH = 1 (Hohe) die StabgfienEI = 3.5 x 107
undG A = 1.61538 x 108 ergeben. Das freie Ende des Kragarms ist am mittleren Knoten durch eine EinzElkraft
belastet, die in jedem Deformationszustand kollinear zum SchalenditetésrLastknotens vexlift. Im Rahmen

der Finiten Element Berechnung liefert diese deformatioresadpigé LastF' = F't daher folgenden Beitrag zur
Arbeit deraul3eren Lasten

ol Gt = Fo@4r -t 5)

wobei ¢ den Ortsvektor der Schalenmittelftie charakterisiert unb” den Knotenindex des Lastangriffspunk-

tes bezeichnet. Die zugetige Linearisierung liefert unsymmetrische Element—Steifigkeitsmatrizenuwrndid”
gewdhlten Randbedingungen dieses Beispieles wird die Gesamt-Steifigkeitsmatrix ebenfalls unsymmetrisch. Zur
allgemeinen Formulierung deformationsabfyiger Lasten sei hier auf die Arbeiten van_Sewell (1967) sowie
Schweizerhof und Ramm_(1984) verwiesen.

Bild[I zeigt die Referenzkonfiguration des Kragarms sowie mehrere verformi@ridasti eumlicher Darstellung

und schematischer Seitenansichir kleine Lasterahnelt die Deformation einer Aufrollbewegung unter reiner
Biegung; erst im weiteren Belastungsverlauf stellt sich eine doppeltugekté Konfiguration ein und der Last-
angriffspunkt sinkt unter sein Ausgangsniveau ab. Des weiteren ist in[Bild 1 der Rotationsfreiheftsgied
unbelasteten freien Endknoten (Knotenindek und 77) als Funktion vonF' dargestellt. Der Lastkoteh!" ist

hierbei von untergeordnetem Interesse, da der zweite Rotationsfreiheitsgrad aus Symmegiegonstant ist

und in diesem Beispiel verschwind€?(#£) = 10~15, was im Rahmen der gahlten Rechnergenauigkeit liegt).

Der zweite Rotationsfreiheitsgrad der unbelasteten freien Endknoten hingegen, nimmt in diesem Beispiel endliche
Werte an (9(9{“3) = 10~1). Bei einer Last des Betrads = 11945 stellt sich eine Verformung einyfivelche die

Werte der betrachteten Rotatationswinkel ﬂi’if'B = 1.54135 nahe der analytischen Singulativond, = /2

liegen. Bereits in dieser Umgebung der exakten Singalantist das Verfahren I numerische Instabiidr auf,

so dass im Rahmen einer Newton Iteration kaum Konvergenz zu erzielen ist — die zu Grunde liegende Steifigkeits-
matrix ist also schlecht konditioniert. Im Gegensatz hierzwoligai die vorgestellten Algorithmen der Verfahren

I und Il wesentlich weniger Iterationen, um den Gleichgewichtszustand zu berechnen. Tabelle 1 stellt anhand der
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Bild 1: Kragarm unter mitbewegter Einzellast.

Norm des Residuums im Rahmen der Newton Iteration der Finiten Element Berechnung diese Eigenschaften der
einzelnen Verfahren gegebér. Betrachtet wird hierbei der Lastschiitte [11750, 11945].

5 Zusammenfassung

Zur numerischen Beschreibung endlicher Rotationen existieren zwei allgemeine Kategorien an Algorithmen, die
zum einen iterative () und zum anderen totale (I) Drehfreiheitsgrade beinhalten. Jede Parametrisierung endlicher
Rotationen kann innerhalb beider Kategorien umgesetzt werden. Allen additiven Formulierungen der Kategorie

I liegen in der Umsetzung SingulaaiEn zu Grunde, die lediglich in der praktischen Anwendung dadurch beho-

ben werden &iinen, dass sich im Rahmen einer in einzelne Lastschritte unterteilten Berechnung die auftretenden
Freiheitsgrade auf den Gleichgewichtszustand des letzten Inkrementes beziehen (Verfahren ). Das abschliel3en-
de Finite Element Beispiel unterstreicht den Verlust der Konvergenz des Newton Verfahrens bei Verwendung des
standard additiven Algorithmus (Verfahren I) bereits in dahi der analytischen Singulatit”
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Verfahren |

(elementare Rotatione

Verfahren |

)(elementare Rotationer

Tabelle 1: Norm des Residuums innerhalb des Lastschiitteg11750, 11945].

Verfahren i

)(elementare Rotationen)
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