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Umwandlungsplastizitat bel Stahlen im Konzept der
Thermoelasto-Plastizitat - modelliert mit dem Ansatz einer
Zwischenkonfiguration

M. Wolff, M. B6hm

In der vorliegenden Arbeit werden Phasenumwandiungen und Unmwandlungsplastizitat (TRIP) beim Stahl im
Rahmen der Kontinuumsmechanik modelliert. Dabel werden die Bewegung und die Temperatur des Korpers
zusammen mit den Phasenanteilen als ,, thermokinetischer Prozess mit Phasenumwandlungen” aufgefasst. Das
Ergebnis ist ein makroskopisches Modell, das die Kopplung von mechanische Gréf3en (Verzerrungen, Spannun-
gen), der Temperatur und den Phasenanteilen beschreibt. Ausgangspunkt ist ein geeignet verallgemeinertes
Konzept einer spannungsfreien Zwischenkonfiguration, die in der hier betrachteten Stuation durch die Um-
wandlungsplastizitat hervorgerufen wird. Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung werden Folgerungen fir die
postulierten Material gesetze hergeleitet.

Das hier vorgeschlagene Modell gestattet die Einbindung unterschiedlicher Modelle fir die Phasenumwandlun-
gen wie auch fur die Umwandlungsplastizitét. Effekte der klassischen Plastizitét bleiben in dieser Arbeit unbe-
ricksichtigt, lassen sich jedoch in das vorgestellte Konzept ohne prinzipielle Schwierigkeiten einbinden (vgl.
hierzu die Arbeit von Wolff und Bohm, 2002a).

1 Einfuhrung

Die vorliegende Arbeit versteht sich sowohl as Beitrag zur Materialtheorie im Kontext der Rationalen Konti-
nuumsmechanik als auch als Versuch, wesentliche Seiten des Materialverhaltens von Stahl, wie Phasenum-
wandlungen und Umwandlungsplastizitét in ein allgemeineres Modell der Thermoelasto-Plastizitét einzufiigen.
Dabei orientieren wir uns an dem wesentlich von Coleman und Noll (vgl. z.B. die Arbeit von 1963) entwickelte
Konzept der Rationalen Mechanik sowie an dem einer spannungsfreien Zwischenkonfiguration bei der Modellie-
rung von plastischen, allgemeiner nichtelastischen Verformungen (vgl. z.B. Haupt, 2000).

Stahl liegt i.A. als eine Mischung seiner Phasen (z.B. Austenit, Martensit, Perlit) vor, die sich durch ihre Mikro-
struktur unterscheiden und unterschiedliche Materialparameter besitzen. Diese Phasen werden im hier verwen-
deten Modell a's kontinuierlich verteilt angenommen, so dass der Stahl als eine koexistierende Mischung seiner
Phasen (= Komponenten) erscheint, wobei Diffusionsvorgénge vernachl&ssigt werden. Bei thermomechanischen
Prozessen sind daher die mechanischen Grof3en (Verzerrung, Spannung) nicht nur mit der Temperatur sondern
auch mit den Phasenanteilen wechsel seitig gekoppelt. Hinzu kommt als wesentliche Besonderheit im Material-
verhalten die Umwandlungsplastizitdt. Wéhrend der Phasenumwandlungen fiihren Spannungen, die wesentlich
unter den Flief3spannungen der beteiligten Phasen liegen, zu bleibenden Verformungen.

Die vorliegende Arbeit ist eine Uberarbeitete VVersion von Wolff und Béhm (2002b). Die Effekte der klassischen
Plastizitét werden aus Platzgriinden nicht berlicksichtigt (vgl. hierzu Wolff und Béhm (2002a)). Wir nehmen an,
dass wahrend der ablaufenden Prozesse keine grofere mechanische Energie eingetragen wird, wie etwa beim
Walzen oder Schmieden. Fir moderate Abschreckprozesse z.B. erscheint die Vernachldssigung der klassischen
Plastizitét gerechtfertigt.

Wir verweisen auf die sehr umfangreiche Literatur und die dort zitierten Quellen zum Materia- und Umwand-
lungsverhalten von Stahl und nennen exemplarisch die Ubersichtsartikel von Denis (1997), Fischer et al. (1996),
Ronda und Oliver (2000) sowie die Dissertationen von Besserdich (1993), Oberste-Brandenburg (1999),
Pietzsch (2000a) und V ogelsang (2001).

Eine Zusammenstellung von verschiedenen Umwandlungsmodellen finden sich in Wolff et al. (2003b) sowie in
Bohm et a. (2003) zu Vergleichsrechnungen. Die bekannten Modelle der Phasenumwandlungen sind Speziali-
sierungen unseres allgemeineren kontinuumsmechanischen Ansatzes (vgl. weiter unten die Bilanzgleichung
(2.12), das Materialgesetz (3.17) sowie Kapitel 7 der vorliegenden Arbeit).

Fir spezielle Anwendungen und Simulationen zu gekoppelten Problemen verweisen wir auf Homberg (1996),
Fuhrmann und Homberg (1999), Pietzsch (2000b), Wolff et al. (2000) sowie auf die bereits zitierten Dissertatio-
nen.
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Verschiedentlich ist es notwendig, weitere Kopplungen, z.B. mit elektromagnetischen Feldern, zu betrachten,
wie etwa beim Induktionshérten oder ElektroschweiRen. Auf diese Effekte wollen wir in der vorliegenden Arbeit
nicht eingehen (vgl. Homberg und Sokolowski (1997), Fuhrmann und Hémberg (1999) sowie Hémberg (2002)).

In der Arbeit auftretende Symbole werden bei ihrem ersten Erscheinen erlautert. An dieser Stelle listen wir von
uns verwendete mathemati sche Standard-Bezeichnungen auf, um den spéteren Text zu entlasten.

(1) Eine nichtleere, offene und zusammenhingende Menge Q@3 " heiflt Gebiet. Lipschitz-Stetigkeit des Ge-
bietes oder seines Randes 0Q bedeutet, dass der Rand lokal Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist. In
diesem Falle existiert in fast allen Randpunkten die &ufRere Normale und der Gaul3sche Integralsatz gilt. Damit ist
die Herleitung der Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik (z.B. (2.9), (2.11)) fur diese Kérper gesichert.

(2) Sei QB " ein beschranktes Gebiet. Mit C(Q) bezeichnen wir die Menge der auf Q stetigen reellwertigen
Funktionen, mit C*( Q) die Menge der in Q stetig differenzierbaren Funktionen, deren erste partielle Ableitun-
genauf Q gleichmaRig stetig (und damit auf Q stetig fortsetzbar) sind.

Unter [C(Q)]™ bzw. [CYQ)]™ verstehen wir die (Vektor-) Funktionen von Q in 3" (m=1, 2, ..), deren
Komponenten jeweilsaus C(Q )] bzw. CY( Q)] sind.

(3) Seien [a, b][3 ein abgeschlossenes Intervall und V ein normierter Raum.

- Mit C([a, b]; V) wird die Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen mit Wertenin V bezeichnet.

- Eine Funktion f : [a, b] — V heildt stlickweise stetig auf [a, b], falls eine endliche Zerlegung a=Xo < X; < ...
<Xm=Db von [a b] existiert, so dass f auf jedes abgeschlossene Teilinterval [xi.q, ] (i =1, .., m) stetig
fortsetzbar ist.

Wir schreiben dann fOC,([a b]; V).

- Eine Funktion f:[a, b] - V heif}t stlickweise stetig differenzierbar auf [a, b], falls

fOC([a b]; V) und f'OC,([a b]; V). Wir schreiben dann: fDC;W([a, bl; V).
Mit SO(n) sei die Menge der Orthogonal matrizen tiber 3" mit positiver Determinante bezeichnet.

2 Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen - Vorbereitungen

Im Rahmen der Rationalen Thermomechanik (vgl. z.B. Coleman und Noll (1963), Coleman (1964), Truesdell
(1966), Noll (1973), Mller (1973), Haupt (1977, 2000), Sluzalec (1992), Silhavy (1997)) wollen wir ein alge-
meines Modell fir das thermomechanische Verhalten von (Fest-) Korpern unter Berlicksichtigung von Phasen-
umwandlungen (im Sinne von koexistierenden Mischungen ohne Diffusion) entwickeln. Sukzessive werden
Spezialisierungen vorgenommen, wobel wir uns auf die Einbindung der schon erwéhnten Umwandlungsplasti-
zitét konzentrieren.

Zuerst stellen wir bekannte, in der Folge von uns fur die Entwicklung der Materialtheorie bendtigte Begriffe
bereit. Rein mathemati sche Definitionen und Erl&uterungen finden sich im Anhang.

Fur unsere Zwecke gentigt die folgende Definition eines Korpers, in der dieser mit seiner Referenzkonfiguration
identifiziert wird. FUr allgemeinere Darstellungen sei z.B. auf Silhavy (1997) oder Haupt (2000) verwiesen. Eine
axiomatische Darstellung der Kontinuumsmechanik auf der Basis differenzierbarer Mannigfaltigkeiten findet
sich in Bertram (1989), beziiglich eines aternativen Plastizitétsmodells, das ohne Zwischenkonfiguration aus-
kommt, sei auf die Arbeiten von Bertram (1992, 1999a, 1999b, 2002) verwiesen. Eine darauf aufbauende ent-
sprechende Erweiterung, die Phasenumwandlungen einschlief3t, wird in Dachkovski und Bohm (2002a, b) vor-
gestellt.

Firein T>0 sei J:=[0, T] ein Grund- (Zeit-) Intervall, welchesim Weiteren fixiert sei.

Definition 2.1 (Koérper) Die AbschlieRung Q eines beschrénkten Gebietes QB " (n = 2 oder n = 3) mit
Lipschitz-stetigem Rand dQ nennen wir Korper (in seiner Referenzkonfiguration).

Definition 2.2 (Bewegung, Deformationsgradient, Temperatur, Phasenvektor, thermokinetischer Prozess mit
Phasenumwandlungen) Sei Q ein Kérper.

(i) Eine Abbildung x : Q xJ - 3" heif}t Bewegung (oder auch Deformation) des Korpers Q , falls
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a) 0t0Jd ist x(=, 1) : Q - x(Q, 1) bijektiv;
b) X OCpd [CQI,

2
C) 0 tOJ besitzt die Jacobi-Matrix [ (s, t) : Q — 3" eine positive Determinante. [y  wird Deformati-
onsgradient genannt und oft mit F bezeichnet.

(i) Eine Abbildung 8: Q x J - 3 heif’t (absolute) Temperatur des Korpers Q, falls
3) 0 0 C, (& CLQ)).

b) Ot O8@ - 6z, 1) > 0.

(iii) Eine Abbildung p: Q x J - 3™ (m=2) heilt Phasenvektor des Kérpers Q, falls
d  pOCyd [CHM.

b) Fir ale (§,t) 0 Q x J gelten die folgende Bilanz sowie die Nichtnegativitatsbedingungen:

m
> pi=1 (2.1)
i=1
pi=0 far i=1,..,m. (2.2)

(iv) Ein Tripel (x, 6, p) mit X Bewegung, 8 Temperatur und p Phasenvektor des Kérpers Q heift thermoki-
netischer Prozess mit Phasenumwandlungen auf  Q xJ. SinngeméR verstehen wir einen thermokinetischen Pro-
zessauf Q xJ; mit 30 J.

Bemerkungen 2.3 (i) Ein thermokinetischer Prozess mit Phasenumwandlungen (x, 6, p) bestimmt eindeutig
einen Prozess (F, 6, p) mit F=1[X . Wird in der Folge von einem thermokinetischen Prozess (F, 6, p) (mit F
aufgefaldt als Deformationsgradient) gesprochen, so wird dabei stets vorausgesetzt, dass eine Bewegung X mit
den Eigenschaften in Definition 2.2 (i) existiert, dieeindeutig F=0{ definiert.

(i) Wir erwdhnen an dieser Stelle, dass in unserem Modellierungsansatz die Phasenanteile p nicht als ,innere
Variablen" aufgefasst werden (vgl. Dachkovski und Bohm (20023, b) fur einen alternativen Ansatz). Sie stehen
gleichberechtigt neben Bewegung und Temperatur (vgl. hierzu auch Bemerkung 2.4 (ii)). Weiter bemerken wir,
dass der Phasenvektor strenggenommen kein geometrischer Vektor, sondern ein Ensemble von m Skalaren ist.

Die Glattheitsvoraussetzungen an X, 8 und p wurden im Hinblick auf die aus der Clausius-Duhem-Unglei-
chung (2.15) zu ziehenden Schlussfolgerungen (Satz 4.5) gewahlt. Fir die Bilanzgleichungen sind hingegen
stérkere Glattheitsvoraussetzungen erforderlich (vgl. (2.9) - (2.15)), obwohl bei entsprechender Wahl des L6-
sungsbegriffes hier Abschwéachungen méglich sind.

Wahrend bei allgemeinen Mischungen oft mit den Massenkonzentrationen gearbeitet wird, werden bei den Pha-
sen des Stahls meist die Volumenkonzentrationen bevorzugt. Daher sprechen wir von Phasenanteilen. Ohne
Probleme wére natirrlich auch eine Darlegung des Folgenden mit Massenkonzentrationen moglich.

Wir verwenden zur Beschreibung der Bewegung die Lagrange-Darstellung

x =X, 1) ol t0d, (2.3)

In (2.3) ist x die Eulersche, & die Lagrangesche Koordinate. Wir listen einige allgemein bekannte, von der
Bewegung abgel eitete Grolen auf:

uiE, t) :=x(&, ) -¢& fur (5,00 Q xJ V erschiebung(svektor), (2.9)
F(& t) := O x(E, 1) Deformationsgradient, (2.5)
C:=F'F, (B=FF" rechter (linker) Cauchy-Green-Tensor, (2.6)
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E :%(Du +0u" + Ou' Ou) ——( FFF-I) Greenscher Verzerrungstensor, (2.7)

1 o
E. =35 (Ou+Ou") linearisierter Greenscher Verzerrungstensor. (2.8)

Aus den Bilanzen fiir Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie werden die Bewegungs-, Warmeleitungsglei-
chung und Entropieungleichung (Clausius-Duhem-Ungleichung) in der Ublichen Weise gewonnen (vgl. z.B.
Haupt (2000), Wilmanski (1998), Silhavy (1997), Marsden und Hughes (1983), Noll (1973), Truesdell (1966)
und die dort zitierten Quellen). AulRerdem flgen wir die Bilanzgleichungen flr (spezielle) Mischungen hinzu.
Wir unterstellen die nétige Glattheit der beteiligten Funktionen. Ausgedriickt in Lagrange-Koordinaten lauten
diese Beziehungen:

2

po®) S5(E. )~ Div ( FSIE, 1) = (5, 1), 29
s=g', (2.10)
Po®) 3 o€, 1) + Div o(E, ) = F SE, 1 = D3+ (&, 1), (21)
SPED =P +OE D, (212

E ®, =0, (2.13)
i=1

E $i =0, (2.14)
i=1
- o®) S WE )~ pol®) N(E 0 5 8E. ) + FSE D = 05 ~F a0 20, (215)

jeweilsin Q x]0, T[. Hierbei sind: py - Dichte im Referenzustand, also fir t =0 (und somit fir 6 =06,), S-
zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungs-Tensor, f - Volumendichte der &uReren Kréfte, r - Volumendichte der &ui3e-
ren Warmequellen (beide bezogen auf Referenzzustand Q), e - Massendichte der inneren Energie, q - Wérme-
flussdichtevektor (alles bezogen auf Lagrangesche Koordinaten), | - Einheitstensor, ®; - (Volumen-) Produkti-
onsdichte der i-ten Phase, ¢; - duRere Volumenquelldichte der i-ten Phase, n - Massendichte der Entropie, s -
spezifische freie Energie, dabei gilt - wie allgemein tblich - per definitionem der Zusammenhang

Y:=e-0n.

Bemerkungen 2.4 (i) Da wir hier nur Mischungen ohne Diffusion betrachten, wie bei der Modellierung von
Phaseniibergangen im Stahl allgemein Ublich, erscheint die Entropieungleichung (auch Clausius-Duhem-Unglei-
chung genannt) in der Form (2.15) gerechtfertigt (vgl. z.B. Haupt (2000), Mdller (1973)). Im selben Ort und zur
selben Zeit bekommen alle Phasen die gleiche Bewegung, Spannung, Temperatur, Energie-, Entropiedichten
usw. zugeschrieben. In den Bilanzgleichungen fir die Phasen (2.12) treten keine Ortsgradienten derselben auf,
was mit der Nichtannahme einer Diffusion der Phasen konsistent ist.

(i) In der Regel sind bei Mischungen die &ul3eren Quelldichten ¢; gleich Null. Aus theoretischen Griinden
lassen wir von Null verschiedene Quellen zu. Durch Wahl geeigneter Quellen in den Bilanzgleichungen (2.9),
(2.11), (2.12) wird jeder thermokinetische Prozess mit Phasenumwandlungen (x, 6, p) nach Definition 2.2 auch
zu einem real mdglichen. Die aus diesem Konzept folgende hinreichend grofRe Auswahl an zul&ssigen thermoki-
netischen Prozessen mit Phasenumwandlungen wird bei der Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung
bendtigt (vgl. z.B. Coleman (1964), Haupt (1977), Silhavy (1997) fir Materialien ohne Phasenumwandl ungen).

In der Plastizitdt wird mit einem , endlichen perfektem Gedéchtnis* gearbeitet. Daher bendtigen wir eine (endli-
che) Geschichte in der folgenden Form.
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2
Fir eine Funktion v:J - L (L :=3, 3", 3") definieren wir in Anlehnung an Coleman (total history) die Ge-
schichte Vv':[0,t] - L der Funktion v fir t0[0, T] durch

Vi(s) == v(t—9) fir 0<s<t (2.16)

und die Vorgeschichte (difference history) v; :[0,1] - L durch

Vi(9) = V(9 —v(1) fir 0O<s<t. (2.17)

3 Thermoelasto-Plastizitdt mit Phasenumwandlungen - allgemeines K onzept

Wir gehen vom Plastizitdtsmodell aus, das auf einer lokal spannungsfreien Zwischenkonfiguration (s. z.B. Haupt
(2000)) basiert, und versuchen, die Phasenumwandlungen in dieses Modell zu integrieren. An dieser Stelle un-
terscheiden wir noch nicht zwischen (klassischer) Plastizitét und Umwandlungsplastizitét, beides kann sich hin-
ter ,inelastisch” verbergen. In den Formeln (5.5) und (6.4) werden Spezialisierungen vorgenommen.

Fir die folgenden Gréfzen bringen wir zuerst die mathematische Formulierung und danach die thermomechani-
sche Interpretation.

Definition 3.1 (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten, Zwischenkonfiguration) Seien x eine
Bewegungund F=[{ zugehériger Deformationsgradient eines Korpers Q gemaR Definition 2.2. Weiter sei

N
F = Fe Fin. (3.1)

eine multiplikative Zerlegung von F in zwel (bezlglich t) stlickweise stetig differenzierbare Faktoren. Dann
definieren wir

T T

Cin := Fip Fin, Bin == Fin Fipy (3.2
1,.T
Ein :ZE(Fin Fin—1), (3.3
E:= FII E F;l (E - Greenscher Verzerrungstensor geméf3 (2.7)), (34
A 1 AT A
Ete = E (Fte Fte_ I), (35)
TA
Ete 1= Fiy Ete Fin. (3.6)

Die Abbildung (&,t) — Fn(&§, t) nennen wir Zwischenkonfiguration.

Die mechanische Interpretation und die verbale Bezeichnung der soeben eingefiihrten Gréfien sowie die weitere
Charakterisierung der Zwischenkonfiguration erfolgen in Bemerkung 3.3 und natdrlich durch die speziellen
Materialgesetze eines Korpersin der Definition 3.4. Zunéchst ergeben sich folgende Schitisse.

Folgerungen 3.2 (i) Offenbar gilt

E= Ete + Ein- (37)

(ii) Eine Zerlegung (3.1) ist stets moglich, z.B. durch /Iéte :=F und Fj,:=1. Ebenso ist klar, dass eine Zerlegung
(3.2) nicht eindeutig sein kann. Denn neben (3.1) kann auch geschrieben werden

F=(Fe Q") (QF), (38)

wobel Q:J - SO(n) stlickweise stetig differenzierbar ist (s. Bezeichnungen am Ende der Einfuhrung).
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Wie leicht ersichtlich, sind die GréRen C;,, Ein, Ee von einem solchen hinzugefiigten Orthogonaltensor unab-
hangig. Wird F,, gemai

Fin = RinUin 3.9

in einen rotatorischen und einen Dehnungsanteil zerlegt - analog wie fir F selbst Gblich, so bedeutet das Einfii-
gen eines Orthogonaltensors nach (3.8), dass R;, durch QR;, zu ersetzen ist. Estritt also eine mdgliche zusétz-
liche Rotation der Zwischenkonfiguration auf.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung (3.1) - bis auf die beschriebene Einfligung eines Orthogonaltensors - wird durch
die Hinzunahme eines Materialgesetzes erreicht (s. Definition 3.4).

Wir kommen zur thermomechani schen Interpretation der soeben eingefiihrten, zunéchst formalen Groéfen.

Bemerkungen 3.3 (i) Hinter der Zerlegung (3.1) steht das Konzept, die Deformation eines Korpers aufzuteilen
in eine plastische oder allgemeiner inelastische und in eine thermoelastische (vgl. Ting (1973), Sluzalec (1992),
Miehe (1993), Haupt (2000) und die dort zitierten Quellen). Daher wéhlen wir die Bezeichnungen der Indices
Lt€" fur thermoelastisch und ,,in“ fir inelastisch. In der folgenden Definition 3.4 wird die Zwischenkonfigu-
ration als lokal spannungsfrei definiert. Das fuhrt dazu, dassi.A. F;, nicht Gradient einer Bewegung ist, ebenso

lléte. Trotzdem wird oft vom elastischen (oder thermoel astischen) und plastischen (oder inelastischen) Deformati-
onsgradienten gesprochen. Ebenso werden die GroRRen in (3.2), (3.3) und (3.6) als rechter bzw. linker inelasti-
scher Cauchy-Green-Tensor, inelastischer bzw. thermoel astischer Greenscher Verzerrungstensor bezeichnet. Auf
der Zwischenkonfiguration operierende Groéfden erhalten zur Kennzeichnung ein Dach.

(ii) Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S lasst sich auf die Zwischenkonfiguration gemaf3
A T
S=F,SF, (3.10)

umrechnen (s. z.B. Haupt (2000)). Diese Ubergangsformel ist konsistent mit der in Folgerung 3.2 (ii) beschrie-
benen Moglichkeit, die Zwischenkonfiguration einer starren Bewegung zu unterwerfen. Wir wirden dann

A . T 1A T
Sey =QFnSFR,Q =QS@y Q (3.11)
erhalten.

(iii) In der Modellierung des Materia verhaltens auf der Grundlage einer Zwischenkonfiguration wird angenom-

men, dass % eine Funktion von ﬁe ist, sowie der Temperatur und - wie es weiter unten geschehen wird - der
Phasenanteile. Die Zwischenkonfiguration wird - bis auf starre Bewegungen - als Ergebnis der bisherigen Ge-
schichte des thermokinetischen Prozesses angenommen. Dieser Zusammenhang ist also material spezifisch.

Zur weiteren Diskussion des Konzeptes der Zwischenkonfiguration sei auf die Literatur (z.B. Haupt (2000),
Haupt (1998), Miehe (1993), Sluzalec (1992) sowie auf Bertram (2002) mit einer kritischen Sicht) verwiesen.

Definition 3.4 (Materialgesetze) Ein Korper Q  heiflt homogen thermoelastisch-plastisch mit Phasenumwand-
lungen ohne Diffusion, falls die GroRen Ej,, % g, e, n, y diefolgenden Darstellungen besitzen

= t .t t

Ein = Ein(de edv F1 ev |B ’ pv (Fin)dy Fin)y (312)

N X N

S=8(Fw 6,8 , p), (3.13)
~ N

Y=y(Fe 6,0 ,p), (3.14)
~ N

r] = r](Ftea ev |B ’ p)v (315)
~ t

q= q(Fd, edl F1 ea L¢) ’ p)1 (316)
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® = B(Fy, 6, F. 6,6, , p), (3.17)

wobei die E,, S, 0,1, G, ® Materialfunktionen sind. Zusitzlich seien E;, und S symmetrische Tensorfunkti-
onen. Auferdem seien stets

detF =1 (3.18)
sowie
/é(l, 6,0,p)=0 fr alle konstanten 6 und p (I - Einheitstensor). (3.19)

Desweiteren sei fur jeden gegebenen thermokinetischen Prozess (F, 6, p) (vgl. Bem. 2.3) der Anteil F;, (und

damit auch E;, und ﬁe) durch (3.12) und (3.3) eindeutig bestimmt, bis auf mégliche orthogonale Transfomation
gemal (3.9), wobei (3.18) erfillt sai.

Bemerkungen 3.5 (i) Es gelten neben den Beziehungen (3.12) - (3.19) die vorigen , kinematischen® Beziehun-
gen, insbesondere (3.7) und (3.3). Zusammen mit (3.3) definiert (3.12) die Zwischenkonfiguration F;, und

somit E;, und F,e implizit. Die Definition (3.12) ist allgemeiner dszB. Ey, = En(Fy, 6, F, 6, B , p), umfalt
aber konkrete Modelle, wie weiter unten sichtbar wird.

Zusammengefasst ist das hier verwendete Konzept dadurch charakterisiert, dass jeder Korper durch die (theore-
tisch mdgliche) freie Wahl der &uf3eren Quellen in den Bilanzgleichungen (2.9), (2.11), (2.12) jeden thermokine-
tischen Prozess mit Phasenumwandlungen gemal3 Definition 2.2 as ,, seinen real moglichen® akzeptiert. Durch
das Materialgesetz (3.12) erfolgt die eindeutige Zerlegung des Deformationsgradienten F in die Gestalt (3.1) -
bis auf die angesprochene mégliche Orthogonaltransformation. Der Korper akzeptiert also nur Zwischenkonfigu-
rationen, die mit (3.12) vertraglich sind.

(ii) Die Bedingung (3.18) kann als ein ,,Volumenerhalt der Zwischenkonfiguration® interpretiert werden. Diese
Forderung wird dadurch gestlitzt, dass viele inelastische Bewegungen - nach Abzug der thermisch- und um-
wandlungsbedingten V olumendnderungen - volumenerhaltend sind.

Esist ebenso moglich, auf die Bedingung (3.18) zu verzichten, wie wir es bei Wolff und Bohm (2002a, b) getan
wurde. Dabei wird in (3.13) bis (3.15) eine zusétzliche Abhéngigkeit von det F, zugelassen, und in einigen
nachfolgenden Gleichungen treten zusétzliche Terme auf. Die Grundaussagen sind jedoch anal og.

(iii) Durch die Beziehung (3.13) wird ausgedriickt, dass sich der Korper bezlglich der Zwischenkonfiguration
thermoel astisch (mit integrierten Phasenumwandlungen) verhalt.

Aus (3.13) folgt auch, dass es i.A. keinen eindeutigen Zusammenhang zwischen Spannungen und (Gesamt-)
Deformation gibt.

(iv) Wir lassen in (3.17) eine Abhéangigkeit von 6° (:= Zeitableitung von 0) zu, da diese in verschiedenen Mo-
dellen fir Phasenumwandiungen auftritt. Wir lassen in (3.17) eine Abhangigkeit vom (Orts-)Gradienten von 6
zu, obwohl eine solche in den bekannten Phasenumwandl ungsmodellen nicht auftritt (s. Punkt 7).

(v) Durch die Beziehung (3.19) wird die Zwischenkonfiguration als lokal spannungsfrei bei homogener Tempe-
ratur- und Phasenverteilung definiert.

Aus der Folgerung 3.2 (ii), der Bemerkung 3.3 (ii) sowie der Definition 3.4 ergeben sich folgende Invarianzei-
genschaften flr die Materialfunktionale, die Einschrankungen der Materialgesetze aus Definition 3.4 darstellen.

Folgerung 3.6 Sei (F, 6, p) ein beliebiger thermokinetischer Prozess mit Phasenumwandlungen gemal3 Defini-
tion 2.3 und Bemerkung 2.3. Dann gelten fir die Materialfunktionale in Definition 3.4:

= t At t = t At t
Ein(de ed; F; 91 [ ) py (Fin)d; Fin) = Ein(de ed; Fy e; I ’ p! (QFin)d! QFin)! (320)

Q g(gte, 8,0 ,p Q' = g(%eQT, 6,0 ,p), (3.21)
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EI‘:'(F'(ea ev |B ’ p) = EIWJ(F'IGQTI 9, [B ’ p), (322)

ﬁ(Ft& 6, [B ’ p) = ﬁ(FteQTv 9, [B ’ p) (323)
fir alle QOICH,([0, T]; SO(N).

Weitere Einschrankungen an die Material gesetze beinhaltet die folgende Annahme.

Annahme 3.7 (Prinzip des endlichen perfekten Gedachtnisses) Wir bezeichnen

D.:=L2(0, 1, 3V) x L%]0, ], 3) x 3" x3x 3" x 3" 0t0]0, ).

Die Funktionen in der Definition 3.4

>l

:3”2x3><3”><3mq3”2, ﬁ:3”2><3x3”x3mq3,

wn

_ ~ 2 2
q:D - 3", ®:L4]0,t[,3") x L*(]O, [, 3) x 3" x3x3x3"x3m_, 3"

seien fir ale tO]0, T] stetig, die Funktionen

_ 2 ~ 2 2 2 2
P:3" x3x3"%x3" 3 En:Dyx L]0, t[,3")x3" - 3"
seien fur ale tO]0, T] stetig Fréchet-differenzierbar.

Die Wahl der L%Réume anstelle von Raumen stetiger Funktionen erklart sich damit, dass bei der Beriicksichti-
gung der Vorgeschichte eine Mittelung erfolgt, die durch die Normin L? gut zu erfassen ist. Die Differenzier-
barkeitsvoraussetzung lésst sich abschwéachen. Wir bemerken, dass - im Unterschied zum Konzept der Visko-
Elagtizitét (s. z.B. Coleman und Noll (1963), Haupt (1977), Krawietz (1986)) - das hier definierte Gedachtnis
nicht schwindend ist und sich nur Uber eine endliche Zeitspanne erstreckt.

4 Konsequenzen ausder Clausius-Duhem-Ungleichung

Die Clausius-Duhem-Ungleichung soll fur alle thermokinetischen Prozesse mit Phasenumwandlungen (vgl.
Definition 2.2) gelten. Das flhrt zu weiteren Einschrankungen in den Materialfunktionalen in der Definition 3.4
Hierbel beschreiten wir den von Coleman und Noll vorgeschlagenen Weg zur Auswertung der Entropie-Unglei-
chung (vgl. z.B. Coleman (1964), Noll (1973), Haupt (1977)). Das von Miiller und Liu vorgeschlagene alterna-
tive Herangehen (s. Mller (1973)) wird in dieser Arbeit nicht verfolgt.

Wir erhalten Resultate, die analog zu denen fir Materialien ohne Phasen (d.h., Mischungskomponenten) sind.
Zuerst treffen wir technische Vorbereitungen.

Definition 4.1 Seien Q ein Korper geméR Definition 3.4, (F, 6, p) ein thermokinetischer Prozess auf Q x [0,
t] und & beliebig. Sei weiter s> 0 beliebig gewahlt mit der Bedingung t + s < T. Ein thermokinetischer

Prozess (F,6,p) auf Q x[0,t+s] heiRt thermoelastische Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen im
Punkt &[Q desProzesses (F, 6, p) von

Q x[0,1] auf Qx[0,t+g], falsgelten

F, 0 auf [t,t+9] stetig differenzierbar; 4.2)
U0stst i FE 1) =FE 1), 8, 1)=6(, 1), pE 1 =pE 1, (42
Otst<t+s Fin(€, 1) = Fin(E, 1), P&, 1) =p(E,t). (4.3
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Bemerkung 4.2 Nach der Definition des Kdrpers 3.4 muss fir die thermokinetischen Prozesse (F, 6, p) und
(F, 6, p) dieBedingung (3.18) erfiillt sein.

Nach Definition 4.1 wird bel einer thermoelastischen Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen auch die
Zwischenkonfiguration eingefroren.

Die folgende Annahme postuliert die Existenz einer solchen thermoelastischen Fortsetzung. Auf3erdem sollen
Fortsetzungen, die ,,in einem Punkt dicht“ bei einer solchen liegen, die Zwischenkonfiguration und die Phasen-
anteile ebenfalls nicht in diesem Punkt &ndern. Diese Annahmen sind Materialannahmen, die zum Beweis der
Konsequenzen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung benétigt werden. Inder Folgesei 0<t<T.

Annahme 4.3 Seien Q ein Korper geméaR Definition 3.4 und (F, 8, p) ein thermokinetischer Prozess auf Q x

[0, t]. Dann existiert eine thermoel astische Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen (F, 8, ) des gegebenen
Prozesses (F, 0, p) gemaR Definition 4.1von Q x [0, 1] auf Q x [0, t+ ] ineinem beliebigen & , wobei 0
<sund t+s<T.

AuRerdem existiert ein 0<s (F, 0,p, &) <s undfirale 0<o<s existiertein y=y(F, 6, P, &. 0) >0, so dass
folgende Aussage gilt:

Sei der thermokinetischer Prozess (G, w, 1) auf Q x [0, t+a] mit 0<o<s eine Fortsetzung von (F, 6, p)
von [0, 1] auf [0, t+ o] mit

O td[t, t+a] ; nE, 1) = PE, 1) (= p, t) = const.}), (4.4)
max {6 1) ~FE Dll+ &, 1) ~BE DI} <, (45)

2
(|I*]l sei die euklidische Normin 3").

Dannist (G, w, T) ein thermokinetischer Prozess (G, w, ™) auf Q x [0, t+ o] mit:
[t t+ o] ; Gin(&, T) = Gin(&, 1) = Fin(&, 1). (4.6)

Bemer kungen 4.4 (Kommentare zur Definition 4.1 und zur Annahme 4.3)

(i) Ein Einfrieren der Phasenanteile in der thermoelastischen Fortsetzung erscheint sinnvoll, weil die Umwand-
lungsplastizitét in den gangigen Modellen keine Flieigrenze hat (s. Punkt 6). Daher kénnen schon kleine Ande-
rungen in den Phasenanteilen die Zwischenkonfiguration verandern, was wir aus formal-mathematischen Grin-
den bei obiger Fortsetzungsprozedur ausschlief3en wollen, um den Satz 4.4 zu beweisen. Wir haben daher die
I dee einer thermoel astischen Fortsetzung von Ting (1973) erweitert.

(ii) Ein weiterer Vorteil der konstanten Fortsetzung von p besteht darin, dassin (3.17) eine Abhangigkeit von
0° zugelassen werden kann, die zum einen bei Anwendungen auftritt (vgl. Punkt 7) und zum anderen die Aussa-
gen des Satzes 4.5 nicht gefahrdet.

(iii) Aus formal-mathematischen Griinden wird in der Definition 4.1 die Differenzierbarkeitsforderung (4.1)
erhoben.

In Ting (1973) werden die Folgerungen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung fr einen allgemeineren Material-
ansatz ohne Phasenumwandlungen hergeleitet. Wir wollen einen analogen Satz fur unseren Materialansatz be-
weisen. Fur Materialien mit nachlassendem Gedéchtnis (und ohne Phasenumwandlungen) wurde ein solcher Satz
in Coleman (1964) bewiesen, s.a. Haupt (1977), Silhavy (1997).

Satz 4.5 (Verallgemeinerte Spannungs- und Entropie-Beziehungen) Sei Q ein Korper gemaR der Definition 3.4
und den Annahmen 3.7, 4.3. Dann gelten fr jeden thermokinetischen Prozess (F, 6, p) die nachfolgenden Be-
ziehungen:

= §(Fe 6, p), 4.7)
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S= é(ﬁe, 6,p), (4.8)

~ N
n = r](Ftea ev p)v (49)
AA N1 ~ A
S(FIEI 91 p) = pO Fte aeteLU(FIEI 91 p)! (410)
~ N ~ N
N(Fe: 6, p) = — 0oW(Fe, B, P), (4.11)
1~ t t
5U(Fy 04 F, 6,0 ,p+B® <O (4.12)

for ale &M@ und tO]0, T[. AuRerdem gilt fir jeden thermokinetischen Prozess (E, 6, p) mit 6 stetig diffe-
renzierbar bzgl. t die reduzierte Disspationsungleichung

)
dEpy o; 0 = 1~
See G~ 2(~g FnS) #En—poge (P+0)~5d+® 20 (4.13)

inalen ¢ undallenden tO]0, T[, indenen (E, 6, p) sowie E;, differenzierbar sind.
Wir schicken dem Beweis dieses Satzes zwei technische Lemmata voraus. Das erste ist trivial.

Lemma4.6 Esseien b,t und s beliebig gegeben mit b und s positiv.
Dann gelten fur die Funktion

h(t) := 2 (1 - exp( 2019y, for TO[t, t + 9] (3.14)

die Eigenschaften
h(t) =0, h(t +s) =0, h'(t) = 1, h'(t +s) =-1, (4.15)

Ih(v)| < 2fir T0ft, t+]. (4.16)

Inder Folgeseien 0<t<T <o, 0<s, t+s<T.

Lemma4.7 Sei Q ein Korper gemaR Definition 3.4. Sei (F, 6, p), thermoelastische Fortsetzung eines gegebe-
nen thermokinetischen Prozesses (F, 6, p) geméal Annahme 4.2 von Q x [0, t] auf Q x [0, t + 5] in einem be-
liebigen Punkt ¢ . Dannexistiert ein 0< 0 < s, so dass folgende Aussage gilt:

2
Fir jedes 0 < o' < o, fir jedes € > 0, fur beliehige AB ", a3 " und aB@ existiert ein thermokinetischer

Prozess (G, w, M auf Qx [0, t + '], der Fortsetzung von (F, 8, p) auf [t, t + ¢*] ist und folgende Eigen-
schaften besitzt:

GE, t+0')=F (¢ t+0"), W@, t+0)=08¢,t+0), [ ¢ t+0)=0 Et+0"), (4.17)
Ot<t<t+o Girl& 1) =Fin(&, ) (=Ful&. 1)), TE 1) =p(E B (=PE 1)), (4.18)
G'(E t+0)=A, W(E t+0)=aq, (¢, t+0')=a (4.19)
IRy ° €9 -Gy ° &9 ll<e, (4.20)
18 CE -y °E ) lI<e, 421)

2
(!l Normin L0, T; 3™) bzw.in L%0, T; 3), * - Ableitung nach der Zeit)
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Beweis: Nach Annahme 4.2 existiert fir (F, 8, p)) und firr jedes E@ ein 0<s(F,6,p, &) <s undfirale 0

<0o'<s existiertein y=y(F, 6, P, &, 0') >0, so dass die dortigen Aussagen erfillt sind. Seiennun 0< o' <,

2
£>0, A3 ", a3 " und a3 beliebig gegeben. Fir dieses ¢o* (anstelle von s) und ein noch zu bestimmendes
b >0 konstruieren wir mit Hilfe der Funktion h ausLemma4.4 eine Funktion (G, w, ) in folgender Weise:

(G(x, 1), wlx, 1), WX, 1) := (F(X, 1), B(X, T), p(X, T)) auf Qx[0,1], (4.22)

G(x, 1) :=F(x, 1) —h(1) (A-F €, t+0)) auf Qx[t, t+0'], (4.23)

w(x, 1) :=8(x, 1) —h(1) (a =B, t+0) + h(r) ((alx &) + (4.24)
(@& t+0) |x-8) 2x—E&lD auf Qx[t,t+0],

(X, T) = (X, 1) auf Qx[t, t+0]. (4.25)

Dabei sind (s |+) das Skalarproduktin 3" und Z : 3" - [0, 1] eine glatte Schnittfunktion mit Tréager in
By(0)3 " und T =1 auf E%(O). Es l&sst sich zeigen, dass die so konstruierte Funktion (G, w, ) den behaup-

teten Anforderungen geniigt. Fir die technischen Details verweisen wir auf Wolff und B6hm (2002b).
Beweisvon Satz 4.5:; Die tragende Séule des Beweises ist die Tatsache, dass aus

ab+c=0 fur alle b3
die Aussagen

a=0 und c=0

folgen. Mit dieser einfachen Idee wird auch der entsprechende Satz in Coleman (1964) bewiesen. Aufwendig
sind die technischen Details, die in Abhéngigkeit von den konkreten Ansétzen fir die Materialfunktionale variie-
ren.

Sei (F, 0, p) ein beliebiger thermokinetischer Prozess auf Q x [0, t] (t]O, T[). Fir jedes @ existiert eine

thermoel astische Fortsetzung (bei eingefrorenen Phasenanteilen) (F, 6, p) auf Q x [0, t + ] (t<s<T) nach der

Annahme 4.2. Nach Lemma 4.6 gibt esein 0 < 0 <'s, so dass fir beliebig gegebene 0< o' <06,£>0, AB ”2,

a3 ", a3 eine Fortsetzung (G, w, M) von (F, 6, p) auf [t,t+ ¢‘] mit den in diesem Lemma behaupteten

Eigenschaften existiert.

Dann gilt fur (G, w, ) im Punkt (&, t + ') die Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15), wobei die Grof3en dort
N

auf die Referenzkonfiguration bezogen sind. Somit ist die Beziehung (3.10) zu verwenden, um zu S zugelan-
gen. Wir berechnen die (totale) Ableitung %q? fur die Argumente (éte, w 1 imPunkt (& t+0') bzw.im
entsprechenden Punkt der Zwischenkonfiguration:

d~ ~ dA ~ ~ ~ -1 ~ ~
an = aetelp "EGte"' 69ljJ o+ 6[9 Pea= aetelp oo A Gin + aqu o+ 6[9 Pea= (426)
~ T ~ ~
:a/ﬁtellJGin“A'i'aellJG"'a[g Yea
Dabei wird benutzt, dass auf [t,t+ ¢'] die Phasenanteile und die Zwischenkonfigurationin & konstant sind.

Zusammenfassend erhalten wir aus der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15) unter Beachtung von (3.10), (4.31)
sowie Definition 3.4 (die Argumente & und t+ o' werden unterdriickt)
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A AA T ~ A T
{ Gte (Gt , [, T) G, —Po a/ﬁtell—'( G, [, T, G, } A+ (4.27)
~ N ~ N
—{ pOaSLU(Gteawm) T[)"‘pon(Gte,OO,'ﬂ) m}a+

t+o’ t+0’

—PoOp Lp(Gte,wm) /K a—— (Gd 0y LG, M 20.

Aus den Eigenschaften (3.32) fir (G, w, 1) folgt dann sofort (ebenfalls fir die Argumente & und t+ g*)

ANDN 7 - h _ T
{FeS(Fe. 8.0 ,P, Fjy —po0f U(Fe. 8,0, D, Fp } =A + (4.28)
A N
_{ pan LIJ( '_:ta év lB—y 51)+ pO r]( Eter 6 lB— _) }C( +
N
—pods P(Fee B, Ee_,ﬁ)-a— WF°, 8 Fem . p-® +
1 _ 1 _ _
{ (Ggo t+0F9[B _) @ —?Q( t+06:j+0 F,G,[B,ﬁ)}°[6 >0

Die Ausdriicke vor A, a und a sowie der letzte Term in der dritten Zeile von (4.28) héngen nicht von A, a
und a ab. Wegen der Stetigkeit von @ und der Eigenschaften (4.20), (4.21) lasst sich fir gegebenes o, A, a, a

der Ausdruck in der vierten Zeile von (4.28) dem Betrage nach kleiner als ein frei gewahltes & > 0 machen. Es
mui3 nur das € in (4.20), (4.21) klein sein. Die Ungleichungen (4.24), (4.25) zeigen, dass das auf Kosten der
Wahl des Parameters b fir die Hilfsfunktion h aus (4.14) geschieht. Somit erhalten wir aus (4.28) die Be-

hauptungen (4.7) - (4.12) fur die Argumente & und t + o*. Die Stetigkeit von (E, 6, p) sowie der Funktionen

S, 6EtelTJ, ds U, N sichern den Grenzilbergang fiir o — 0 und wir erhalten (4.7) - (4.11). Weiter gelten, wie sich
leicht nachprifen l&sst - unter Beachtung der Definition der V orgeschichte und des Satzes von Lebesgue —

_ t : t . y
FH'G - Fg ﬁgc ~ By inder L>-Normfir ¢* - 0.

Somit folgt auch (4.12) wegen der Stetigkeit von gq.

Zum Beweisder reduzierten Dissipationsungleichung (4.13):
Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15) folgt (durch Umformen des Dissipationsterms)

— pol®) FWE ) = po®) N(E 1) OE 1) + SE 1) T E-Z B >0, (4.29)

Wir betrachten (4.29) in den t, in denen unter Beachtung der Glattheitsvoraussetzungen die Differentiationen
nach t ausfihrbar sind. Wegen (4.10), (4.11) folgt aus (4.29) dann

A A dA
~FeSee g Fem pOap(¢>+¢)+S"th—eq-[B > 0. (4.30)

Ein Umrechnen der mit einem Dach versehenen Grof3en auf die entsprechenden ohne Dach und weitere Umfor-
mungen liefern (4.13).

Der Satz 4.4 gestattet eine Umformulierung der Wérmeleitungsgleichung (2.11).

Folgerung 4.8 (Vereinfachung der Warmeleitungsgleichung) Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.4 ist die
Wérmeleitungsgleichung (2.11) aquivalent zu

dE ~1 dF;
poce ot + Divg= 9— o te Su + 2 (Fm dtm( S— 9 T ) ) ee Epe + (4.31)
oF; ~
+OFS— e %ﬁe—pog—s(qwq;)ﬂ inQx]0, T[

mit cg:= ae (spezifische Warme).
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Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch Ausnutzen der Bedingung (2.3) fur den Term der Dissipation in-

folge der Phasenumwandlungen. So kénnen z.B. p, und 5,“ durch die restlichen Phasenanteile ausgedruickt
werden. Mit

- m-1 _
é(ply . pm—l) ::e(p) und d,=— Z d;
i=1
erhalten wir
b ~ m—la’\ -
~Pogy (P+9)==po T 3 (@ +0). (4.32)
i=1

In Anlehnung und Verallgemeinerung (vgl. z.B. Homberg (1996)) nennen wir die Grofen

N
de_ de e

L ::_0pi__(0_pi_0pm)

latente Warmen fir die Umwandlung der m-ten in diei-te Phase.

Vorlaufige Zusammenfassung: Ausgehend von den Bilanzgleichungen (2.9) - (2.14), den Materialgesetzen
(3.12) - (3.17) sowie der Einschrénkungen des Satzes 4.4 und der Folgerung 4.7 kommen wir zu den Grundglei-
chungen fur die Thermoelasto-Plastizitdt mit Phasenumwandlungen:

2

po 53— Div (1 + ) §) =f inQOx]0.T, (433)
00 . 0S dE dEi, —1 dF, 0S
oo’y *+ DIV =835+ 5+ See "G+ 2(Fy @' (S-036) ) Bt (4.34
aF;} da m-1ae ~ .
*OFSTg = dFe —Po 3 o, (Pitd)+r inQ x]0, T[,
i=
Sp=d+¢ i=1..,m-1 in Qx]0,T[, (4.35)
ot t At t
Ein = Ein(de edv F1 ev |B ’ pv (Fin)dy Fin)y (436)
_ A
Y = Y(Fe 6, p), (4.37)
~, 1 t
q = q(Fd1 edv F1 91 [B l p)a (438)
® = B(Fy, 6, F. 6,6, , p), (4.39)
1., —.a T
S= Po I:|n aEtqu(Ftea 91 p) F|n ' (440)
N
En=3(F Fn—1),  E=Ee+E, E:=3(0u+0u"+0u Ou), Fe=FF. (4.41)

Die aulzeren Quellen gelten als gegeben, Anfangs- und Randwerte fur u, 6, p sind hinzuzufigen.
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5 Weitere Spezialisierungen

Wir wollen jetzt die allgemeinen Ansétze in der Definition 3.4 und am Ende des vorherigen Kapitels weiter
spezialisieren. Wir betonen an dieser Stelle nochmals, dass die Volumenénderungen infolge von Temperatur-

und Phasenénderungen im thermoelastischen Anteil ﬁe erfasst werden. Sei der Korper weiter isotrop (vgl.
Miller (1973), Silhavy (1997), Haupt (2000)), es gelte also - als Spezialisierung von (3.14) —

A A A N2 A po-p A a
S=2U B+ A(tr B 1 + 8 Eqy— (det Fio) { 3Kt (0-60) + K22} (2Ee+1) (5.1)

Hierbei sind: p, A - Lamé-Koeffizienten, & - Koeffizient beim nichtlinearen Term, K - Kompressionsmodul, o -
linearer Warmeausdehnungskoeffizient, p - Dichte der Refernzkonfiguration, p - aktuelle Dichte, bezogen auf
Referenztemperatur 6,. Die Herleitung der Umwandlungsspannungen erfolgt in bekannter Weise (s. z.B. Wolff
und Bohm (2002a) oder Wolff et al. (2003a)). Wegen

1
det P = ( det (2B + 1))2 (= det F) und 0= p(p) (5.2)
steht die Darstellung (5.1) nicht im Widerspruch zu (3.14).

Wir bemerken, dass die Beziehung (5.1) konsistent ist mit dem Transformationsverhalten der beteiligten Tenso-
ren (beachte (3.11)), fallsin die Zerlegung (3.1) ein Orthogonaltensor gemal3 Folgerung 3.2. (ii) eingefigt wird.
Eine Umrechnung von (5.1) auf GréfRen bezliglich der Referenzkonfiguration ergibt unter Beachtung von (3.3),
(3.4) und (3.5)

-1 -1 ~T 1, ~-1 -1 ~1
S=2uC, (E-Ey) G, +Atr(F, (E-En) F)) G +8C [(E-E)C]%+ (5.3)
—(det F) { 3Ka (e—eo)+K% }CL

Die Grofien 4, A, d, K und a héangenvon 6 und p ab. Sie werden oft nach der Mischungsregel aus den ent-
sprechenden Gréfen fir die einzelnen Phasen berechnet.

Wir spezialisieren jetzt die Beziehung (3.13), indem wir ansetzen, dass der inelastische Verzerrungstensor von
der Geschichte der Spannung abhangt. In Experimenten tritt keine inelastische Deformation auf, wenn der Devi-
ator des Cauchyschen Spannungstensors verschwindet. Uber den bekannten Zusammenhang

T=(det *FSF. (54)
setzen wir
t
Ein(Y) = F (1*(9), 6(9), p(9)), (5.9)
s=0

mit ™ =1 —%tr(r)l (:= Deviator von T1). F ist ein materialspezifisches Funktional, das im allgemeinen den
Prozess der aufgefihrten Grof3en beriicksichtigt, so konnte F z.B. ein Intergral sein.

Bemerkung 5.1 Wird der Ausdruck (5.3) fur S in (5.4), und danach in (5.5) eingesetzt, so entsteht ein Aus-
druck der Form (3.13). Damit sind die obigen Darlegungen mathematisch konsistent.

Wir speziaisieren den Warmestrom g gemal3 dem bekannten Fourier-Ansatz zu
=—k(6,p)® (5.6)

mit K > 0 (Wérmeleitfahigkeit). Das bisher Ausgefihrte gilt in dieser Allgemeinheit sowohl fur die klassische
Plastizitdt als auch fir die Umwandlungsplastizitét (TRIP) oder andere bleibende Verformungen. Die Unter-
schiede liegen in der konkreten Gestalt des Funktionals F in (5.5). Ausschlaggebend fir die Berlicksichtigung
plastischer Effekte - sowohl klassischer Art als auch aus der Umwandlungsplastizitét herriihrend - ist die Model-
lierung des Funktionals F in der Gleichung (5.5). Im néchsten Punkt wollen wir hierauf néher eingehen, wobei
wir hier nur die Umwandlungsplastizitét betrachten. In Wolff und Béhm (2002a) finden sich Ausfiihrungen zur
simultanen Modellierung von klassischer und Umwandlungsplastizitét.
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6 Umwandlungsplastizitéat

Zum Phénomen der Umwandlungsplastizitét selbst verweisen wir auf die umfangreiche Literatur, so z.B. auf
Mitter (1987), Leblond et al. (19893, b), Fischer et al. (1996, 2000), Denis (1997), Ronda und Oliver (2000),
Besserdich (1993), Oberste-Brandenburg (1999), Pietzsch (2000a, b) und Vogelsang (2001), in der teilweise
auch historische Entwicklungen aufgezeigt werden. Zuerst wurde die Umwandlungsplastizitét fir den einachsi-
gen Zugversuch bel konstanter Belastung und einer Phasenumwandlung beobachtet und modelliert. In der Folge
wurden der mehrdimensionale Fall unter nichtkonstanter Belastung modelliert (s. Mitter (1987), Leblond
(1989a)). Bei der Bildung einer Phase (z.B. Martensit durch Abschrecken) wurde folgender Zusammenhang
vorgeschlagen

d 3 ] ,
G ELTrRP=5KT* ELP(Z) z (6.2)

wobei  E_ trip €n durch die Umwandlunsplastizitét hervorgerufener zusétzlicher linearisierter Verzerrungssten-
sors ist. Die Bezeichnung TRIP rihrt her von , transfomation-induced plastisity”. Weiter sind 1 der Deviator
des Cauchyschen Spannungstensors 1, z die sich bildende Phase, z' — Zeitableitung von z, K eine Material-
konstante und W eine monotone Funktion auf [0, 1] mit W(0) =0 und Y(1) = 1. Die Konstante K wird z.B.
in Fischer et a. (1996) angegeben zu

2
ms

— —11
K =4210" ¢

far Stahl 42CrM o6 (vgl. auch Besserdich (1994)), fur die Funktion ¥ werden von den Autoren verschiedene
Varianten vorgeschlagen (s. Fischer et al. (1996) mit einer Auflistung), so z.B.

Y(2) :=z(1-1In(2)) in Leblond et al. (1989a) sowie (6.2)
Y(2) :=z in Tanaka und Sato (1985) und
Y(2):=2z(2-2) in Deniset al. (1983).

In Leblond et al. (1989a) werden unter bestimmten Annahmen theoretische Begriindungen fur W und K gege-
benund K durch andere Grof3en ausgedriickt. Fufend auf Inoue et al. (1989) lasst sich der Ansatz (6.1) auf m
Phasen erweitern zu

d 35 2 (o) T
g ELrr=3 > Ki 3;%i(p) p* H(p') T (6.3)
i=1

mit phasenindividuellen K; und W;. Mit der Heaviside-Funktion berlicksichtigen wir nur jeweils die Bildung
einer Phase (und nicht deren Abnahme.) (Hier weichen wir von Inoue (1989) ab. Ebenso wird dort statt ™ die
Differenz von 1 mit dem Deviator des Eigenspannungstensors genommen.) Eine noch weitergehende Verall-
gemeinerung, die auch eine nicht durch Spannungen hervorgerufene Umwandlungsplastizitat zuldsst, wird in
Fischer et a. (2000) vorgeschlagen. Diese und andere mdgliche Verallgemeinerungen beriihren nicht das hier
vorgeschlagene Vorgehen, die Umwandlungsplastizitét mit Hilfe der Zwischenkonfiguration ins allgemeine
Modell der Thermoelastoplastizitét mit Phasenumwandlungen einzubinden.

Fir grofl3e Deformationen wird E anstelle von € gewahlt. Unter der Voraussetzung Eqrp(0) = 0, (folgt aus
Annahme des Modells) folgt aus (6.3) die Beziehung

t
d

Ki J. 2Yi(pi) Pt H(p') T ds. (6.4)

3
Errip(t) = 2
TR

M3

Damit ist der von der Umwandlungsplastizitét hervorgerufene Verzerrungstensor eine Spezialisierung von (5.5).
Solange noch keine Effekte der ,,normalen” Plagtizitét mit Flief3grenze zu erwarten sind - was wir in dieser Ar-
beit ja annehmen wollten, konnen wir wie im Kapitel 3 den Deformationsgradienten F multiplikativ zerlegenin

N
F = Fe Frrip, (6.5)

wobei die Zwischenkonfiguration jetzt von der Umwandlungsplastizitét erzeugt wird. (Der Index ,,in* wird also
durch ,TRIP* ersetzt.) Wie Experimente zeigen, fuhrt Umwandlungsplastizitét nicht zur Volumendnderung.
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Wie vorher wird die mogliche Volumenanderung infolge Phasenumwandiungen in den thermoelastischen Tell
integriert.

Wir erhalten somit die Grundgleichungen der isotropen Umwandlungsplastizitét aus den Gleichungen (4.33)
- (4.41), wobei (4.36) durch (6.4) zu ersetzen ist (mit den Indices , TRIP* anstellevon ,in").

2

po 57~ Div (I + OU)S= in Qx]0, T,  (6:6)
DoCe 26— Div (kB ) =62 Ll g EIRE 5 (L FIER (g o885 4 (6.7)
T
oF. m-1.3
TR, dp .
+0FS— "EFte_pOiz apl(CD +¢)+r inQx]0,T],
5P = ®(Ey E 66,600 ,p)+ i=1,..m-1, x0T, (69
3™t
Erme() =3 > Ki j 2YiP) pif H(p*) T ds, (6.9)
i=1 0
det Frrp = 1 in Qx10,T[, (6.10)
1 -1 ~T ~1 -1
S= 20 Crrip (E~Erri) Crrip + A tr(Frrip (B~ Errie) Frrip) Crrip * (6.11)

+8 Crpyp [(E ~ Erwie) Crrypl 2~ (det F) { 3Ka (0-80) + K 2L } ¢,

sowie
1 1,-T
=5 (0u+ Ou" + Ou' Ou), Errp =35 (Frrip Freip— 1), (6.12)

Ete = E—Errip, Crrp=2Emp+1, C=2E+I

Gesucht sind die Verschiebungen u, die Temperatur 6, die Phasenanteile p, sowie das Tensorfeld Frrip.

Fir u und © sind die tblichen Anfangs- und Randwerte, fir den Phasenvektor p der Anfangswert hinzuzufi-
gen. Der Anfangswert fir Frgp ist identisch null und folgt aus dem Modell, da die Referenzkonfiguration ohne
plastische Verformungen angenommen wird.

Gilt speziell Frrip(t) = 0 fir alle Zeiten, so folgen aus den obigen Gleichungen (6.6) - (6.12) die Gleichungen
der Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen (vgl. Wolff (2000)).

In Wolff et al. (2003c) wurden nach Linearisierungen und anderen V ereinfachungen des Systems (6.6) - (6.12)
ein Modell zur Beschreibung eines Abschreckversuchs erhalten und Simulationen durchgefiihrt.

7 Bemerkungen zu Modellen fur Phasenumwandlungen

Ein differenziertes Eingehen auf die verschiedenen vorhandenen Modelle fur Phasenumwandlungen im Stahl ist
an dieser Stelle nicht moglich. Wir verweisen exemplarisch auf Leblond und Devaux (1984), Leblond et al.
(1985), Hougardy und Yamazaki (1986), Denis (1997), Mittemeijer (1992), Mittemeijer und Sommer (2002),
Larsson und Mangard (1995) sowie auf Bohm et al. (2003) fur einen Vergleich einiger Umwandlungsmodelle
beim Abklhlen des Stahls 100Cr6 sowie auf eine ausfiihrliche Zusammenstellung wichtiger Umwandlungs-
modelle in Wolff et a. (2003b).

Wir zeigen an einem Beispiel die Integration eines gangigen Umwandlungsmodells in das oben entwickelte
algemeine kontinuumsmechanische Konzept. Dazu wird die idealisierte Situation betrachtet, in der nur die bei-
den Phasen Austenit und Perlit auftreten. Deren Volumenanteile seien entsprechend mit p; und p, bezeichnet.
Fur die Umwandlung von Austenit zu Perlit gilt bei konstanter Temperatur die Johnson-Mehl-Avrami-Differen-
tial-Gleichung



1
Py (8 ) = (P(8) ~ o, 0) T (—IN(L—po&, 0 P(8)))" 70, 71

Hierbel ist p»(0) der von der Temperatur 6 abhéngige Gleichgewichtsanteil von Perlit, n, und 1, sind tempe-
raturabhangige Materialparameter mit ny(8) = 1 (s. z.B. Hunkel et a. (1999)).Mit In ist der (natiirliche) Loga-
rithmus bezeichnet, p* steht fur die Zeitableitung von p. Die Gleichung (7.1) gilt - wie auch die folgenden - i
Qx]0, TI.
Flr nichtisotherme Abkuhlvorgénge wurde in Hunkel et al. (1999) die Formel (7.1) erweitert zu

1

P2 (8, ) = (Pe(®) — Pl 0) g (—In(L—Po&, ) P(0))) 720) 10, ). (72)

Dabei hat f, (mit f,(6, 0) = 1) eine Korrekturfunktion, da ohne f, (7.2) nur fir konstantes 6 gilt.
Die Gleichung (7.2) gilt, falls die Temperatur 6 unterhalb der Perlit-Starttemperatur 8, liegt, und falls der
Gleichgewichtsanteil des Perlits noch nicht erreicht ist. Daher muss (7.2) erweitert werden zu

1
Py (8,0 = gt (~IN(1—PofE, O B(0)™)) 70) (6, 8) max{p(8) — Pofé, 1, 0} H(O,—B1) (7.3

Die Terme mit dem Maximum und der Heaviside-Funktion H bernehmen also eine Schalterfunktion.

Die Gleichung (7.3) ist nicht zur gleichzeitigen Beschreibung der Rickumwandlung von Perlit zu Austenit ge-
eignet, falls 6 die entsprechende Start-Temperatur 6, Ubertrifft, wobei wir 8,= 6, annehmen.

Die Umwandlung von Perlit zu Austenit verlauft auf gleicher Grundlage wie die von Austenit zu Perlit - mit
eigenen Materialparametern. Somit kdnnen wir fur die Bildung von Austenit aus Perlit schreiben

ny(6)

1
P& ) =7 g (—INA-P(E 1) P)Y)" m® f,(6, 0) max{pu(8) —puE, 1), 0} HOM -6 (7.4)

Aus (7.3) und (7.4) erhalten wir fur das angenommene Zweiphasen-Modell (Austenit — Perlit) eine Beschrei-
bung, die zu (4.35), (4.39) konsistent ist:

1
P (8 ) = o (~IN(L—py&, D Tu(®)™)" 7u®) (8, ) max{F(6) ~piE, 1, 0} HO® —8) +  (75)

1
- :ng))( In(1-paAE, 1) pz(e)‘)) “np(8) f,(8, ) max{P(6) — Pa(&, t), 0} H(B, — B(t)),

1
Py (8 ) = gy (~IN(L—po&, ) T(8)™))" 70) 12(8, 6) max{P(6) —Po(E, 1), 0} H(B—6(0) +  (7.6)

1
:1523 (—In(1 —py(&, 1) Pu(6) ) ) “ny(8) £,(8, 8') max { Pu(6) — pa(E, t), O} H(B(t) —6.).

Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

P1(€. 0) = Pos(§) P2(&, 0) = Poa(€) (7.7)
wobei die Beziehungen (2.1) und (2.2), aso

Po1 + Poz = 1, Po1 = 0, Po2 = 0. (7.8)

gelten missen. Aus (7.5) - (7.8) folgt die Bedingung (2.1) fir den Phasenvektor p = (py, p2) zu beliebigen Zeit-
punkten t= 0 und an beliebigen Orten &[Q .

Aus mathematischen Griinden miissen die Anfangswerte pg; und po, verschieden von null und eins sein. Sonst
mussen die obigen Gleichungen in einer anderen Form geschrieben werden, flr Einzelheiten sei auf Wolff et al.
(2003b) verwiesen.

Die Gleichungen (7.5), (7.6) berticksichtigen nicht den oft vernachléssigten Einfluss der Spannungen auf die
Phasentransfomationen, der bel grof3eren anliegenden Zug- oder Druckspannungen betréchtlich sein kann (vgl.
z.B. Ahrens et al. (2000, 2002) fir experimentelle Untersuchungen sowie Inoue und Wang (1985) fir Ansatz
und Simulation). Eine derartige Abhéngigkeit kdnnte dadurch modelliert werden, dass die Materiafunktionen in
(7.5.), (7.6) auch von den Invarianten des Cauchyschen Spannungstensors abhangen.
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8 Abschliel}ende Bemerkungen

Ausgehend von einem makroskopischen Modell der Thermoelasto-Plastizitét, das auf dem Konzept einer span-
nungsfreien Zwischenkonfiguration beruht, wurde ein Modell fur thermo-el astisch-plastisches Materia verhalten
mit Phasenumwandiungen entwickelt, um das komplexe Verhalten von Stahl zu modellieren. Dabei wird die
Zwischenkonfiguration durch plastische Effekte generiert, in dieser Arbeit aus Griinden der Ubersichtlichkeit
allein durch die der Umwandlungsplastizitét.

Bei unserem Vorgehen bilden die Bewegung, die Temperatur und die Phasenanteile den , thermokinetischen
Prozess mit Phasenumwandlungen®.

Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung wurden Vereinfachungen der Materialgesetze erhalten. Nach weiteren
Annahmen ergaben sich die Grundgleichungen fir das Materialverhalten von Stahl unter Berlicksichtigung von
Phasenumwandlungen und isotroper Umwandlungsplastizitét. Diese stellen ein gekoppeltes Rand-Anfangswert-
Problem von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung der Felder der Verschiebun-
gen, der Temperatur und der Phasenanteile dar.

Der modulare Aufbau des erhaltenen Modells gestattet die Einbindung von unterschiedlichen Ansétzen sowohl
fur die Phasenumwandlungen a's auch fur die Umwandlungsplastizitét.
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