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WURFEL, ZUFALL UND
WAHRSCHEINLICHKEIT

GASTBEITRAG

EIN BLICK AUF DIE VORGESCHICHTE DER STOCHASTIK

Robert Ineichen

Vortrag anliisslich der ,Magdeburger Stochastik-Tage 2002 vom 19. bis 22. Mirz 2002 am Institut fiir
Stochastik der Fakultit fiir Mathematik an der Otto-von-Guericke-Universitiit Magdeburg

Es ist diblich, die Urspriinge der Wabrscheinlichkeitsrechnung in verschiedenen Arbeiten zu sehen, die im
17. Jahrhundert entstanden sind. Nun kann man sich natiirlich fragen, ob nicht einige der Begriffe und
Uberlegungen, die heute zur Stochastik gehoren, schon frither vorhanden gewesen sind. In dieser Arbeit ver-
suchen wir, diese Frage zu beantworten: Wir skizzieren den Wahrscheinlichkeitsbegriff, der in der Antike, im
Mittelalter und in der friihen Neuzeit zu finden ist und gehen der Beurteilung von Chancen durch Ausziblen
der giinstigen Fiille und friihen Feststellungen von statistischer RegelmiifSigkeit nach.

Wie die meisten mathematischen Disziplinen ist
auch die Stochastik — unter diesem Namen fasst
man ja seit einigen Jahrzehnten wieder Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Sta-
tistik zusammen — nicht einfach in der heutigen,
weitgehend vollendeten Form zur Welt gekom-
men. Als ihr Geburtsjahr wird oft das Jahr 1654
angeschen: In jenes Jahr fillt der beriihmt gewor-
dene Briefwechsel zwischen Blaise Pascal und
Pierre de Fermat, in welchem Probleme darge-
stellt und richtig geldst werden, die man heute in
die Wahrscheinlichkeitsrechnung einreiht. Gegen
Ende des 17. Jahrhunderts hat dann Jakob Ber-
noulli (1654-1705) seine Ars conjectands geschrie-
ben, die 1713 postum publiziert worden ist /1/.
Mit dieser Vermutungs- oder MutmafSungskunst —
er selber sprach von Ars conjectandsi sive Stochastice
— lag nun bereits eine recht weit entwickelte Sto-
chastik vor, eine Theorie, die nicht allein auf die
Behandlung von Gliicksspielen beschrinkt sein
wollte.

»Vermuten, ,mutmaflen®, das griechische sto-
chazesthai (oTox&leobav) und das lateinische
coniectare, bezeichnen Titigkeiten, die dem den-
kenden Menschen seit langem eigen gewesen
sind. Deshalb ist es nicht iiberraschend, schon
im Schrifttum der Antike, des Mittelalters und
der frithen Neuzeit Uberlegungen zu finden, die
ins Umfeld von Sachverhalten der heutigen Sto-
chastik gehoren: Die Stochastik hat eben auch
eine Vor-Geschichte. Auf diese wollen wir nun
einen Blick werfen; allerdings knnen wir dabei
keine Vollstindigkeit anstreben /2/. Wir werden
vorsichtig sein und nicht zuviel in die Zeugnisse
aus der Vorgeschichte ,hineinlesen®; wir diirfen
aber andererseits Erkenntnisse aus fritheren Zei-
ten auch nicht einfach deshalb als mangelhaft
qualifizieren, weil die heute vorliegende Stochas-
tik in so mancher Frage ganz wesentlich weiter-
gekommen ist.

»Stochastik® in ihrer allgemeinen Bedeutung als
»Vermutungskunst® — nicht als mathematische
Disziplin — benétigte man schon in der
Antike; eine frithe Belegstelle fiir srocha-
stikos (0TOXoTLKOS), findet man in
einem der Dialoge von Platon, im Phi-
lebos, wo die ,Krifte des Vermutens*
mit Hilfe dieses Wortes ausgedriickt
werden. — ,Stochastik” als heute
gebriuchliche zusammenfassende
Bezeichnung von Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischer
Statistik kniipft an die Verwendung
dieses Begriffs durch Jakob Bernoulli
an; er versteht darunter ,die Kunst, so
genau als méglich die Wahrscheinlichkeit
der Dinge zu messen® /1/. 1917 hat Ladis-
laus von Bortkiewicz ,Stochastik® und
ystochastisch® wieder in den wissenschaftli-

chen Sprachgebrauch eingefiihrt /3/.

GLUCKSSPIELE MIT WURFELN, Abb. 1
KNOCHELN UND MUNZEN

Achilles und Aias, zwei Helden

Schon die Griechen und Rémer der Antike des Troianischen Krieges beim

haben ,gewiirfelt* (Abb.1) — iibrigens auch die Brettspiel (Wiirfelspiel?).

Germanen, wie Tacitus in der Germania schreibt.  Eine attische schwarzfigurige

Dabei sind oft eigentliche Wiirfel (griech. kybos —  Halsamphora;
KOBos; lat. tessera, alea) verwendet worden, also  um 530/620 v. Chr.
mehr oder weniger regulire Hexaeder, gelegentlich

aber auch regulire oder , fast regulire” andere Poly-

eder. Der wohl ilteste Wiirfel, den man bis jetzt

gefunden hat, stammt aus dem nérdlichen Irak: Er

ist aus Ton hergestellt und diirfte etwa 5 000 Jahre

alt sein. Wie Plinius der Altere in seiner Naturalis

Historia schreibt, hat Palamedes die Wiirfel im

Troianischen Krieg zur Unterhaltung der Soldaten

erfunden; Herodot aber berichtet, die Lyder hitten

sie geschaffen, um sich den Hunger zu vertreiben.

Es sind zahlreiche Wiirfel aus ganz verschiedenen

Materialien iiberliefert, gute und solche mit hoch-

signifikanten Abweichungen von der Gleichvertei-
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Abb. 2

Die Seitenfidchen eines beinermen
Wrfels aus dem rémischen
Legionslager Vindonissa
(Windisch CH), 1. Jh. n. Chr.;

O: Deckfidche, U: Grundfidche.
Beim Spiel hat man die Wrfel oft
welitergegeben, so konnte auch
mit schlechten Wirfeln fair
gespielt werden.

lung (Abb. 2, 3). Oft hat man mit drei Wiirfeln
gespielt; der beste Wurf war jener mit drei Sechsen.
Man hat auch Wiirfel gefunden, die offensichtlich
mit Blei oder Wachs pripariert gewesen sind:
Wollte man ihnen eine gewisse Tendenz aufzwin-
gen? Hat man somit doch so etwas wie statistische
Regelmifigkeit festgestellt, wenn die Zahl der
Beobachtungen groff gewesen ist? Wollte man den
Wiirfel filschen? Auch im Alterum versuchte man
ja gelegentlich ,,Durch Kunst Fortunas Fehler wie-
der gut zu machen®, wie Horaz in den Satiren

schreibt. (Abb. 4)

Man hat auch mit einem linglichen Knéchel aus
der hinteren Fuflwurzel von Schaf oder Ziege
sgewiirfelt”, mit dem Sprungbein (astragalos —
&oTpdryaos; lat. talus). Dieser Knochel fillt stets

auf vier

eine seiner

™ —

Lingsseiten, da die
Grund- und die Deck-
fliche gerundet sind
(Abb. 5, 6). Die vier
Lingsseiten sind in der
Regel nicht besonders
markiert worden, denn
sie sind leicht zu unter-
scheiden. Fiir gewisse
Spiele sind ihnen aber
Zahlenwerte zugeordnet
worden: 1 und 6 fiir die
beiden einander gegen-
iiberliegenden schmalen,

Abb. 8

Wiirfel aus rémischer Zeit, gefun-
den in Aventicum (Avenches CH),
einer Stadt der keltischen Helve-
tier, die spéter rémische Kolonie
geworden ist; 1.-3. Jh. n. Chr.
Der Wrfel vorne links ist aus
Bronze, die anderen

sind aus Bein.
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3 und 4 fiir die beiden
breiten  Seitenflichen.
Beim Spiel mit vier Knécheln zihlte die Kombi-
nation der Lingsseiten, die die Kndchel nach dem
Wurf zeigten. Der beste Wurf war der Aphrodite-
oder Venuswurf: Jeder der vier Kndchel zeigt dann
eine andere Seite — also ein ausgeglichener, ,har-
monischer® Wurf. Der schlechteste war der Hun-
dewurf (vielleicht ein Wurf mit viermal ,1%).
Beim ,Meistwurf-Spiel“ (wAewoToBoA{vda)
begannen beide Spieler mit derselben Anzahl von
Knécheln. Jeder warf jeweils einen Astragalos; mit
dem an Punkten héheren Wurf gewann man zu
seinem geworfenen Kndchel noch den des Geg-
ners. Das aufregende Hin und Her endete dann,
wenn ein Spieler alle Knochel verloren hatte. Die-
ses Spiel konnte Homer meinen, wenn er im 23.
Gesang der //ias Patroklos vom dramatischen Aus-
gang eines Spieles mit Knocheln berichten lisst:

Damals als ich den Sohn des Amphidamas hatte
getitet, unbedacht gegen mein Wollen, im Zorne
beim Spiele der Knichel.

Capita aut navia hiefl bei den Romern unser
»Kopf oder Zahl*“: capita (,Kopfe®), weil das ver-
wendete Geldstiick auf der einen Seite den zwei-
képfigen Janus zeigte; navia, weil die andere Seite
den Bug eines Schiffes (navis) aufwies.

Von ,wahrscheinlich“ und von ,,Wahrscheinlich-
keit* ist im Zusammenhang mit solchen Spielen
nie die Rede, und ausdriickliche Hinweise auf
eine gewisse Stabilitdt der relativen Hiufigkeit
finden sich nirgends. Das mag zum Teil daran lie-
gen, dass Wiirfel und Knéchel auch im Orakel
zur Erforschung des Willens der Gétter verwen-
det worden sind: Da sucht man nicht nach statis-
tischer Regelmifigkeit! Doch beim Gliicksspiel
haben Griechen und Rémer sehr wohl die Regel-
losigkeit der Ergebnisse bei der Durchfiihrung
der einzelnen Versuche festgestellt: Das Fallen der
Wiirfel und Knéchel im Spiel galt den Griechen

|
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Abb. 4

Wiirfelturm (turricula) aus Bronzeblech,

ungeféhr 23 cm hoch, Grundfidche nahezu quadra-
tisch mit 9,5 cm Seitenlénge;

erste Hélfte 4. Jh. n. Chr.,

gefunden 1983 in der Nordeifel: ein seltener Fund, ein
,Glicksspielautomat"! Oben hat man die W(irfel hin-
eingeworfen; Uber verschiedene Stufen kollerten sie
dem Ausgang zu.
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als sinnlos, und Cicero schreibt in De divinatione,
dass hier ,,Geratewohl und Zufall“ an Stelle von
»Vernunft und Planung® regieren. Aber das Fal-
len des Wiirfels oder des Knochels galt als unbere-
chenbar. Wieso, angesichts der groffen mathema-
tischen Leistungen der Griechen? Fiir Shumel
Sambursky /4/ ist der wesentliche Grund der,
dass ,die Mentalitiit der Griechen die prizise Wie-
derholung auf den Himmel beschrinkt sah und
in den irdischen Fluktuationen keine Gesetz-
mifligkeit erkennen konnte®.

ZUFALL UND WAHRSCHEINLICHKEIT
IN DER ANTIKE

Man hat in der Antike nicht nur beim Gliicks-
spiel, sondern auch im Alltag Erscheinungen
wahrgenommen, die man als Zufille bezeichnet
hat. Das Nachdenken dariiber hat zu ganz ver-
schiedenen Sichtweisen gefiihrt:

— Demokrit (geb. ca. 460 v. Chr.): ,Die Men-
schen haben sich vom Zufall ein Bild geschaffen
zur Beschonigung ihrer eigenen Unberatenheit.

— Aristoteles (384-322), der erste Philosoph, von
welchem uns ausfiihrliche Uberlegungen zum
Begriff des Zufalls zur Verfiigung stehen, vor
allem in seiner Physik, dann auch in seiner
Metaphysik: Es gibt ein Geschehen, von wel-
chem der Zufall, das ,, Vonselbst“ (automaton —
aTopaTov) oder eine Figung (tyche — TOXM)
die Ursachen sind. Dabei ist die Fiigung jener
Spezialfall des ,,Vonselbst, wo aus einer beab-
sichtigten Handlung etwas Unbeabsichtigtes
entsteht. Zufall und Fiigung sind fiir ihn Ursa-
chen in nebensichlicher Bedeutung, unbe-
stimmte Ursachen und ,,darum fiir menschliche
Uberlegung unerkennbar®. Den Zufall durch
die Berechnung von Chancen in den Griff zu
bekommen, ist somit unmaglich!

— Epikur (341-270) kennt den Zufall im ganz
strengen Sinn der wvollstindigen Ursachenlosig-
keit. Fiir die Stoiker hingegen ist der Zufall blof§
ein subjektiver Mangel: Die Welt ist vollstindig
determiniert (unerbittliches Schicksal — fatum).

Abnlich wie Demokrit schreibt mebr als 2 000 Jahre
spéter Pierre Simon de Laplace (1749-1827), dass
wir ,In Unkenninis ibres Zusammenhanges mit dem
Weltganzen* Ereignisse, die ,ohne sichtbare Ord-
nung eintraten vom Zufall abhingen lassen /5/.
Und vom Zufall im ganz strengen Sinne, wie ihn
Epuitkur kennt, spricht 1971 auch der Biologe Jac-
ques Monod /6/: ,,Der reine Zufall, nichts als der
Zufall, [...] als Grundlage des wunderbaren Gebiin-
des der Evolution.

Probability Theory, Calcul des probabilités, Teoria
delle probabilita, Calculo de probabilidades: ITmmer
ist damit ,Wahrscheinlichkeitsrechnung® oder
»Wahrscheinlichkeitstheorie® gemeint. Es handelt
sich um Worter, die auf probabilis bzw. probabilitas
(lat.) zuriickgehen. Damit hat Cicero in der Regel
jene griechischen Fachausdriicke iibersetzt, die wir
heute — mehr oder weniger exakt — durch ,wahr-
scheinlich® ausdriicken. Doch probabilis und pro-
babilitas hatten in der Antike, im Mittelalter und

zum Teil bis ins 17. Jahrhundert hinein in der
Regel noch nicht die heutige Bedeutung; ,,wahr-
scheinlich® war damals Asribur einer Meinung,
meistens einer Meinung, die durch Autorititen
garantiert war. Die Griechen, und auf die ging ja
Cicero zuriick, haben nimlich
fast nur einen der beiden wich-
tigsten Aspekte unseres heuti-
gen  Wahrscheinlichkeitsbe-
griffs gekannt: Sie haben den
hohen Grad des Vertrauens in
eine Aussage, die Glaubwiir-
digkeit einer Behauptung, mit
Wortern bezeichnet, die iibli-
cherweise mit probabilis bzw.
probabilitas ins Lateinische
und spiter durch ,wahrschein-
lich“ bzw. ,Wahrscheinlich-
keit ins Deutsche {ibersetzt
worden sind. Es ist dies der
epistemische Aspeke der Wahr-
scheinlichkeit, kurz gesagt die
epistemische  Wahrscheinlich-
keit (auch: subjektive Wahr-
scheinlichkeit). Sie setzt nicht
notwendigerweise einen statis-
tischen Hintergrund voraus.
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Abb. 5

Die vier Seiten des Knéchels (des
Astragalos —aoTpdryalos, lat,
lalus), also des Sprungbeins aus
der hinteren FuBwurzel von Schaf
oder Ziege, ca. 2 cm hoch, 3 cm
lang. Links die beiden schmalen
Langsseiten (manchmal mit 1
bzw. 6 bewertet), rechts die bei-
den breiten (manchmal mit 4
bzw. 3 bewertet). Relative Haufig-
keit der schmalen Seiten je ca.

10 %, der breiten je ca. 40 %.

Und so gab es denn — von

Aristoteles bis zu Thomas von Aquino — neben
einem ersten Bereich, wo sichere Erkenntnis mog-
lich ist, einen zweiten Bereich, den der wahrschein-
lichen, in der Regel durch Autorititen garantierten
Erkenntnis, und schliefSlich einen dritten Bereich,
jenen des Zufiilligen, ,fiir menschliche Uberlegung
unerkennbar®, wie Aristoteles sagt.

Epistemische Wahrscheinlichkeiten treten uns
zunichst in verschiedenen Dialogen Platons, z. B.
im Timaios, entgegen; dabei wird jeweils das grie-
chische eikos (elk6s) verwendet. Es handelt sich
dabei immer um Ahoke Glaubwiirdigkeit, um
einen hohen Grad des Vertrauens — genau wie
beim Gebrauch von ,,wahrscheinlich® in unserem
Alltag: Die Griinde fiir die Giiltigkeit einer Aus-
sage liberwiegen zwar; sie reichen aber nicht aus,
um das Gegenteil auszuschliefen.

Aristoteles kommt unter anderem in seiner 7opik
auf wahrscheinliche Sitze zu sprechen und defi-
niert:

Abb. 6

Kndchelspiel. Mit den Knécheln
ist nicht nur ,gewdirfelt worden";
man hat damit auch Geschick-
lichkeitsspiele ausgeflhrt, Hier
das ,Funfsteinespiel”: Funf
Kndchel sind hochgeworfen wor-
den, und man musste versu-
chen, sie mit dem Handriicken
aufzutangen und jene, die nicht
aufgefangen werden konnten,
mit den Fingern aufzunehmen
ohne die anderen zu veriieren.
\Von Albert Anker (1831-1910),
in klassischer Manier gemailt.
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Wabrscheinliche Siitze (endoxa — évdoéa) aber
sind diejenigen, die allen oder den meisten oder den
Weisen als wahr erscheinen, und auch von den Wei-
sen wieder entweder allen oder den meisten oder den
bekanntesten und angesehensten.

An anderen Stellen gebraucht Aristoteles pithanos
(mbavds), was ,glaubwiirdig”, ,fassbar® und
wieder ,wahrscheinlich® bedeutet — gemeint ist
auch hier immer ,/hohe Wahrscheinlichkeit®.
Auch ezkos tritt bei ihm wieder auf: als das, ,,was
sich meistens ereignet”. Dieses ,,meistens® zeigt,
dass neben dem epistemischen Aspekt auch ein
zweiter Aspekt der Wahrscheinlichkeit wenig-
stens andeutungsweise auftritt, der so genannte
aleatorische Aspekt, kurz die aleatorische Wahr-
scheinlichkeit  (objektive  Wahrscheinlichkeit):
»Meistens“ als Feststellung einer groflen relativen
Hiufigkeit gestattet auch eine Aussage von hoher
Glaubwiirdigkeit, eine akzeptierbare Aussage. Fiir
uns steht ja diese aleatorische Wahrscheinlichkeit
im Vordergrund bei der Beschreibung von
Gliicksspielen, allgemein bei Zufallsexperimen-
ten, auch bei zufilligen Ziehungen aus Populatio-
nen. Da kann man aus geniigend vielen Versu-
chen durch die relative Hiufigkeit einen Schitz-
wert fiir die Wahrscheinlichkeit gewinnen oder
man nimmt beim Vorliegen gewisser Symmetrien
a priori Zahlenwerte fiir die Wahrscheinlichkeit
an. Es ist zu beachten, dass die Wérter ,,subjekeiv®
und ,objektiv nicht sehr geeignet sind, um die
beiden Aspekte zu unterscheiden, denn durch die
Wahl eines geeigneten Modells kommt in der
Regel auch bei der objektiven Wahrscheinlichkeit
ein subjektiver Aspekt hinzu.

Auch bei Cicero finden wir neben dem rein epis-
temischen Aspekt gelegentlich ein leises Anklin-
gen des aleatorischen; so in De inventione, wo bei
ihm in die Definition von probabile die Worte
,was meistens zu geschehen pflegt‘ eingehen.
Man hat jedoch in der Antike, im Mittelalter und
noch weit ins 17. Jahrhundert hinein am Wahr-
scheinlichkeitsbegriff nicht — wie heute — zwei
verschiedene Aspekte unterschieden. Eine solche
Unterscheidung findet man dann zum Beispiel
1673 bei Augustin Herrera: Er erwigt einen mog-
lichen Unterschied zwischen subjektiver probabi-
litas in cognoscendo und objektiver probabilitas
rerum 71.

Jakob Bernoulli beniitzt in seiner Ars conjectandi
beide Aspekte, allerdings auch noch, ohne sie aus-
driicklich zu trennen. Im 19. Jahrhundert haben
Siméon-D. Poisson und Antoine A. Cournot
aleatorische Wahrscheinlichkeiten als chances
bezeichnet, epistemische als probabilités 18l.
Glenn Shafer bemerkt dazu /9/:

The distinction between epistemic and aleatory
probability, though emphatically insisted by many
philosophers, has not been accepted by our general
culture. [...] if one knows the chance of an event,
then in the absence of other evidence one will surely

adopt that chance as one’s degree of belief. [...]
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alternatively, if we know the frequency with which a
sign is trustworthy, then that frequency must be
taken as the sign’s probabilizy.

Der epistemische Aspekt wird heute in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung oft zu wenig beachtet.
Dies mag vor allem daran liegen, dass ,Wahr-
scheinlichkeit — implizit vorgegeben durch
Axiome — meistens nur durch die relative Hiufig-
keit in geniigend vielen Versuchen interpretiert
wird /10/.

In der Antike werden auch bereits verschiedene
Grade von Glaubwiirdigkeit unterschieden, so
von Karneades (214-129) und spiter von Quinti-
lian (1. Jh. n. Chr.), allerdings blof qualitativ. Im
Corpus Hippocraticum, so benannt nach Hippo-
krates (459 bis Mitte 4. Jh. v. Chr.), tritt pithanos
im Sinne von ,wahrscheinlich® auf, und es finden
sich Aussagen, in denen Risiken des Sterbens
infolge gewisser Verletzungen oder Mortalititen
von Krankheiten miteinander verglichen werden.
Doch auch alle diese Vergleiche sind blof§ qualita-
tiv. An sich ist auch fiir eine epistemische Wahr-
scheinlichkeit, etwa fiir die Intensitit des Uber-
zeugungsgrades einer Person ein numerischer
Wert bestimmbar /11/. Dies ist z. B. mit Hilfe
einer Wette mdglich; darauf hat iibrigens auch
Immanuel Kant aufmerksam gemacht /12/.

ERSTE SCHRITTE ZUR QUANTIFIZIERUNG —
»GUNSTIGE® UND ,,UNGUNSTIGE® FALLE

Einer der Gesinge des Hauptwerkes des
groflen italienischen Dichters Dante Alighieri
(1265-1321), der Divina Commedia — ,,Gottliche
Komédie“, beginnt mit den Versen /13/:

Beim Abschiednehmen nach dem Wiirfelspiele
bleibt der zuriick wohl, der wverlor, voll Leid,
und probt zum Lernen Wiirfe aus. Doch viele
dem andern aber geben das Geleit, ...

Quando si parte il gioco della zara,
colui che perde si riman dolente,
Ripetendo le volte, e tristo impara;
con laltro va tutta la gente ...

Bei diesem Wiirfelspiel geht es um den gioco della
zara: Drei Wiirfel werden geworfen, und man hat
die Summe der Augenzahlen vorauszusagen.
Bereits die frilhen Kommentatoren der Divina
Commedia iiberlegen sich Sachverhalte, die heute
zur Wahrscheinlichkeitsrechnung gehéren. So
kann man schon im Kommentar von Jacopo di
Giovanni della Lana, der zwischen 1324 und
1328 entstanden sein muss, lesen
— dass die Summen der Augenzahlen, die zwi-
schen 4 und 17 liegen, auf mehr Arten realisiert
werden konnen, als 3, 4, 17, 18 und dass Sum-
men, die auf mehr Arten erzeugt werden kén-
nen als andere, auch 6fters auftreten miissen als
die anderen;
— dass jene Summe als die beste zu betrachten ist,
die auf die meisten Arten realisiert werden
kann;
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— dass aber oftmals gerade jene Summe kommen

kann, die eigentlich weniger oft kommen sollte.
Wir sehen: Della Lana macht, wie iibrigens auch
andere Kommentatoren, einige tastende Schritte
im Hinblick auf eine Mathematisierung der
Situation beim gioco della zara /13/. Er erkennt,
dass fiir die Beurteilung der Chancen die Anzahl
der Realisierungsméglichkeiten entscheidend ist
und dass auch der Zufall im Spiel ist. Von ,wahr-
scheinlich® und von ,,Wahrscheinlichkeit“ wird
aber nicht gesprochen. Della Lana stellt auch fest,
dass 3 und 18 nur auf eine Art verwirklicht wer-
den kénnen, sieht dies aber auch so bei 4 und 17.
Ein Versehen, doch 400 Jahre spiter machen
Gottfried Wilhelm Leibniz in einem Brief und
Jean le Rond d’Alembert in der Encyclopédie von
Denis Diderot Fehler von derselben Art!

Ungefihr aus demselben Zeitraum liegt eine
Dichtung vor, in welcher dieses Problem mit
den drei Wiirfeln und der Summe ihrer Augen-
zahlen ausfiihrlich und mit allen notwendigen
Begriindungen korrekt behandelt wird: De
Vetula, eine fiktive Autobiographie von Ovid, in
lateinischen Hexametern von einem unbekann-
ten Autor verfasst /14/: Aus 1, 2, 3, 4, 5, 6 wer-
den alle 56 Kombinationen mit Wiederholung
der Linge 3 (hier punctaturae genannt) zusam-
mengestell; anschliefend werden auch die
zugehorigen Permutationen bestimmt, und es
wird fiir jede Summe der Augenzahlen die
Anzahl der Realisierungsméglichkeiten (hier als
cadentiae bezeichnet) untersucht. Es wird auch
ausdriicklich auf den Zufall hingewiesen. Zwei
Beispiele:

Wenn aber alle drei Ziffern verschieden sind, so fin-
dest du [jeweils] sechs Anordnungen: Hast du nim-
lich einen Platz zugeteilt, so permutieren [permu-
tant!] die andern zwei ihre Plitze. [...]

Ich aber sage dir [...], dass darin der Zufall [casus]
stecken muss, wenn das Gliick dir oder deinen Kame-
raden den besseren Wurf zugesteht.

Wir treffen hier also zunichst auf eine vollstin-
dige Aufzihlung der 216 (gleichméglichen) Ele-
mentarereignisse aus denen sich die 16 verschie-
denen Summen von Augenzahlen zusammenset-
zen konnen. Diesen Summen werden noch keine
Zahlenwerte zugeordnet, keine Wahrscheinlich-
keiten im heutigen Sinne. Doch mit der Anzahl
der cadentiae ist jeweils die Anzahl der ,giinsti-
gen® Fille — wie man spiter sagen wird — gegeben.
Damit will man beurteilen, welche Voraussagen
vorteilhafter sind, und dies setzt wieder voraus,
dass man einen Zusammenhang ahnt zwischen
diesen Anzahlen und der Hiufigkeit des Auftre-
tens der einzelnen Summen im Spiel.

Vermutlich zwischen 1351 und 1360 hat der viel-
seitige Theologe, Philosoph, Naturwissenschafter
und Mathematiker Nicole Oresme (ca. 1320-
1382) De proportionibus proportionum geschrie-
ben. Wir kénnen hier nicht allgemein auf den
mathematischen Inhalt seiner Arbeit eingehen,

nur auf einige seiner Uberlegungen, die zur Vor-
geschichte der Stochastik gehéren. Er stellt fest,
dass wenn wir eine (endliche) Menge von (natiir-
lichen) Zahlen nehmen, so

ist die Anzahl der vollkommenen Zahlen oder die
Anzahl der Kubikzahlen viel kleiner als die der
anderen Zablen, und je mehr Zahlen wir nehmen,
desto grifSer ist das Verhiltnis der Nicht-Kubikzah-
len zu den Kubikzahlen oder der nicht volllomme-
nen Zahlen zu den vollkommenen. Wenn wir daher
von einer Zahl gar nicht wissen, was fiir eine sie ist
[...], so ist es wahrscheinlich [verisimile], dass diese
keine Kubikzahl ist. Es ist wie in den Spielen [sicut
est in ludis], wo jemand fragt, ob eine verborgene
Zahl eine Kubikzahl sei. Es ist vorsichtiger, mit
,nein’ zu antworten, weil dies wahrscheinlicher
[probabilius et verisimilius] scheint.

Darauf betrachtet er u.a. eine Menge von 100
verschiedenen mathematischen Objekten, die er
in einer bestimmten Art gebildet hat, und stellt
fest, dass daraus nun (100 < 99) : 2 = 4950 Kom-
binationen von je zwei Elementen (wie wir heute
sagen) gebildet werden kdnnen: Von denen wei-
sen 4 925 eine gewisse ihn interessierende Eigen-
schaft E auf, wihrend die restlichen diese Eigen-
schaft E nicht haben. Er berechnet jetzt den Quo-
tienten 4925 : 25 = 197 : 1 und schlief$t daraus, es
sei wabrscheinlich (verisimile), dass wenn nach
einer solchen unbekannten Kombination gesucht
werde, diese die Eigenschaft E aufweise.

Oresme berechnet somit die Anzahl der giinstigen
und die Anzahl der ungiinstigen Fille und deren
Quotienten. Damit hat er noch nicht den Quoti-
enten aus der Anzahl der giinstigen und der
gesamten Zahl der gleichmdglichen Fille, noch
nicht das, was wir heute als ,, Wahrscheinlichkeit*
oder eventuell als ,Maf$zahl der Wahrscheinlich-
keit“ bezeichnen. Er hat damit aber immerhin die
»Leichtigkeit des Eintreffens eines Ereignisses
quantitativ beurteilt. Er stellt dazu fest, bei seinen
Problemen sei es wie in den Spielen und verwen-
det dabei das Wort ,wahrscheinlich®, ausge-
driickt durch wverisimile und an anderer Stelle
durch probabile. Sein ,wahrscheinlich® hat aber
noch dieselbe Bedeutung wie in unserer
Umgangssprache: Es ist damit eine ,hohe Wahr-
scheinlichkeit® gemeint. Weiter driickt er durch
improbabilel probabile oder durch probabilel pro-
babilius, verisimilelverisimilius, allenfalls erginzt
durch maxime wverisimile, eine gewisse Gradu-
ierung aus; ,gleichméglich® driickt er durch possi-
bile equaliter aus: Alles Ausdriicke, die vor Nicole
Oresme und noch lange nach ihm bei Spielen, wo
es ja um aleatorische Wahrscheinlichkeiten geht,
nicht verwendet worden sind /15/.

Die Gegeniiberstellung der Anzahl der giinstigen
und der Anzahl der ungiinstigen Fille, um die
sLeichtigkeit des Eintreffens® eines Ereignisses
quantitativ zu beurteilen — wie wir sie nun bei
Oresme wieder gefunden haben — ist eigentich
naheliegend. Deshalb iiberrascht es nicht, sie

GASTBEITRAG

43



GASTBEITRAG

44

auch spiter bei verschiedenen Autoren wieder zu
finden, so z. B. bei Galileo Galilei (1564-1642)
/16/. Auch Blaise Pascal (1623-1662) und Pierre
de Fermat (1601-1665) stellen in ihrem Brief-
wechsel von 1654, wo unter anderem das so
genannte Teilungsproblem behandelt und richtig
geldst wird, im Prinzip giinstige und ungiinstige
Fille einander gegeniiber. Wir illustrieren dies
durch einige Sitze aus einem Brief von Pascal an
Fermat /17/:

[...] wenn zwei Spieler beispielsweise auf drei
Gewinnspiele spielen und jeder 32 Goldmiinzen ein-
gesetzt hat: Nebhmen wir an, dass der erste zwei und
der andere eine Partie gewonnen hat; sie spielen nun
eine [weitere] Partie [..]. Wenn der erste sie
gewinnt, gewinnt er den ganzen Einsatz, nimlich
64 Goldmiinzen; wenn der andere sie gewinnt, so
stehr es zwei Partien zu zwei und folglich muss jeder
seinen Einsatz, niamlich 32 Goldmiinzen zuriick-
nehmen, falls sie sich trennen wollen.

Fiir den Fall, dass die Spieler sich nun wirklich
trennen wollen bevor diese weitere Partie gespielt
worden ist, stellt Pascal fest, dass dem ersten Spie-
ler in jedem Falle 32 Goldmiinzen sicher sind.
Die anderen 32 Goldmiinzen wird vielleicht der
erste, vielleicht der zweite erhalten:

Die Aussichten sind gleich [ Le hasard est égal]. Tei-
len wir also diese 32 Goldmiinzen zu gleichen Teilen
und geben sie mir [das ist der erste Spieler] aufSerdem
meine 32, die mir sicher sind.

Der erste Spieler hat also bei diesem vorzeitigen
Abbruch des Spiels Anrecht auf 48 Goldmiin-
zen (32 + 16), der andere auf 16. Jetzt koénnte
der Mathematiker natiirlich sagen, dass hier
doch einfach unser Erwartungswert bestimmt
worden ist: (1/2) « 64 + (1/2) « 32 = 48. Aber
Pascal arbeitet ja noch gar nicht mit Wahr-
scheinlichkeiten, die jeweils mit allfilligen
Gewinnen zu multiplizieren sind. Mit solchen
Produkten rechnet dann Nikolaus Bernoulli
(1687-1759), und erst Abraham de Moivre
(1667-1754) gibt die heute iibliche Definition
des Erwartungswertes /18/. Es geht Pascal hier
nur um die noch nicht sicher zugeteilten 32
Goldmiinzen und dafiir gibt es zwei gleichmog-
liche Fille — Le hasard est égal —, einer giinstig,
einer ungiinstig.

Die giinstigen Fille bezeichnet Juan Caramuel y
Lobkowitz (1606-1682) in seiner Mathesis biceps
vetus et nova von 1670 als modi [ucrandi
(,Gewinnfille), die ungiinstigen als modi per-
dendi (,Verlustfille®) /19/. Einen Quotienten aus
der Anzahl der giinstigen und der Anzahl aller
gleichmaglichen Fille hat wohl als Erster Giro-
lamo Cardano (1501-1576) berechnet, aller-
dings auch er noch, ohne von ,,Wahrscheinlich-
keit* zu sprechen. Er schreibt in seinem um
1564 verfassten Liber de Ludo Aleae 120/ iiber
das Auftreten der Summe 10 beim Ausspielen
von zwei Wiirfeln:
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Die Summe besteht aus (5, 5) und (6, 4); letzteres
kann aber auf zwei Arten entstehen, so dass die
Anzahl der Wege, die 10 ergeben, 1/12 der gesamten
Moaglichkeiten [duodecima pars circuitus] 7z

CHRISTIAAN HUYGENS UND JAKOB BERNOULLI
Christiaan Huygens (1629-1695) hat 1657 —

in Paris angeregt durch die Gespriche von
Gelehrten iiber solche Probleme — De Ratiociniis
in Ludo Aleae publiziert; eine kleine streng syste-
matische Abhandlung iiber Gliicksspiele, aber
»die Grundlagen einer sehr interessanten und tie-
fen Theorie®, wie er in einem Brief an den Her-
ausgeber schreibt. Er arbeitet mit einem Erwar-
tungswert (valor expectationis, kurz expectatio),
den er aber nicht durch Produkte aus Wahr-
scheinlichkeit und allfilligem Gewinn definiert,
sondern durch den weitgehend intuitiv erfassten
Begriff des rechtmifligen Spiels (aequa conditione
certans — rechtmatigh spel in der niederlindischen
Fassung). Er berechnet diesen Erwartungswert
z. B. im Satz III seiner Abhandlung so /21/:

Wenn die Anzahl der Fiille, in welchen mir a zufillt,
gleich p und die Anzahl der Fille, in welchen mir b
zufillt, gleich q ist, so wird meine Erwartung
[expectatio] wunter der Annabhme, dass alle Fiille
gleich leicht eintreten kinnen, (pa + qb)/(p + q).

Als Jakob Bernoulli die lateinische Fassung der
Abhandlung von Huygens las, fand er darin keinen
Ausdruck fiir ,, Wahrscheinlichkeit“, sondern eben
jenen fiir ,,Erwartung®, also expectatio. Jakob Ber-
noulli arbeitet nun auch {iber weite Strecken mit
diesen Erwartungswerten. Er betrachtet jetzt unter
anderem den Spezialfall b = 0, also ein Spiel, in wel-
chem man p Maglichkeiten hat, a zu gewinnen und
q Maglichkeiten, nichts zu gewinnen. Der Erwar-
tungswert ist dann a  p/(p+q). Der Term p/(p+q)
ist bereits der spiter als klassische Wahrscheinlichkeit
bezeichnete Quotient aus der Anzahl der giinstigen
Fille dividiert durch die Anzahl der gleichmégli-
chen. Bernoulli spricht dabei wieder von expectatio
oder von sors (Schicksal, Los). Erst im Teil IV seiner
Ars conjectandi fithrt er dann probabilitas, also
»Wahrscheinlichkeit“ ein; hier verbindet Jakob
Bernoulli Gliicksspielrechnung und  probabilitas
/9/. Es geht ihm ja um das Vermuten, das Mut-
mafSen, und das heift fiir ihn jetzt: Wabrscheinlich-
keiten messen. Er definiert deshalb zunichst /1/:

Die Wahrscheinlichkeit ist nimlich ein Grad der
Gewissheit und unterscheidet sich von ihr wie ein

Teil vom Ganzen.

Da treffen wir offensichtlich auf den epistemischen
Aspekt der Wahrscheinlichkeit. Die zugehorige
Mafzahl findet er dann aber nach den Methoden
der Gliicksspielrechnung, bei der ja der aleatori-
sche Aspekt im Vordergrund steht:

[Weil] die Beweiskraft, welche irgend ein Beweis-
grund hat, von der Menge der Fille abhingt, in
welchen dieser vorhanden oder nicht vorhanden sein

kann, [...] kann der Grad der Gewissheit oder die
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Wahrscheinlichkeit /...] berechnet werden, wie die
Hoffnungen der Teilnehmer an einem Gliicksspiel
gefunden zu werden pflegen.

So gelangt er zur so genannten klassischen Berech-
nung der Wahrscheinlichkeit, zu jenem Quotien-
ten, der spiter zur Laplaceschen Definition der
Wahrscheinlichkeit geworden ist.

Bernoulli kommt im Teil IV der Ars conjectandi
dann auch darauf zu sprechen, dass es fast nur in
Gliicksspielen méglich ist, die Zahl der Fille, die
»mit gleicher Leichtigkeit“ eintreten kénnen, im
Voraus — a priori — zu bestimmen, dass uns aber
oft ein anderer Weg offen steht, nidmlich ,das
Gesuchte [...] @ posteriori, d. h. aus dem Erfolge,
welcher bei dhnlichen Beispielen in zahlreichen
Fillen beobachtet wurde, zu ermitteln®; diese
empirische Art sei ,weder neu noch ungewthn-
lich®. Solche Gedanken fiihren ihn dann schlief3-
lich zu Formulierung und Beweis des Lehrsatzes,
den man heute als Gesetz der groffen Zahlen von
Bernoulli bezeichnet.

Ivo Schneider /22/ hat klar herausgearbeitet, was
es gebraucht hat, damit schliefflich jene Wahr-
scheinlichkeitsrechnung entstehen konnte, deren
Grundlagen Jakob Bernoulli geschaffen hat:
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