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PREISWERTE MATHEMATIK

Hans-Christoph Grunau

1901 war ein grofles Jabr fiir die Naturwissenschaften: Gestiftet von dem schwedischen Chemiker und Indu-
striellen Alfred Nobel wurden fiinf Jahre nach dessen Tod zum ersten Mal die Nobelpreise fiir Physik, Che-
mie und Medizin vergeben. In gleicher Weise werden auch besondere Verdienste in der Literatur, den Wirt-
schaftswissenschaften oder um den Weltfrieden gewiirdigt. Einen Nobelpreis fiir Mathematik, den gibt es
allerdings nicht! Unter der Tatsache, dass ibre Wissenschaft mit dem Nobelpreis bestenfalls mittelbar durch
ihre Einwirkung auf Nachbardisziplinen gewiirdigt wird, haben die Mathematiker im letzten Jahrhundert
ganz erheblich gelitten. Gewiibrleistet das Preisgeld von derzeit 10 000 000 schwedischen Kronen
(www.nobel.se) dem Preistriiger iiber Jahre hinweg unvergleichlich gute Forschungsbedingungen, so liegt aber
die eigentliche Bedeutung der Preise in der Popularisierung der gewiirdigten Wissenschaftler und vor allem
ihrer Disziplinen. Zumindest einmal im Jahr ein Zwei-Minuten-Beitrag in der Tagesschau, ganze Seiten im
Wissenschafisteil der grofen Zeitungen: Welch eine Gelegenheit, allen Mitbiirgerinnen und Mitbiirgern die
Schinheit und die Wichtigkeit der eigenen Wissenschaft vor Augen zu fiibren. Und alles das blieb der Mathe-

matik bislang verwebrt. Warum?

KEIN NOBELPREIS FUR MATHEMATIK
Oft hort man das Geriicht, Alfred Nobel

habe deswegen keinen Preis fiir Mathematik
gestiftet, weil seine Frau eine Affire mit dem
bedeutenden und am Ende des 19. Jahrhun-
derts in Schweden sehr einflussreichen Mathe-
matiker Gosta Mittag-Leffler gehabt habe. Das
ist schon allein deswegen ganz sicher falsch, weil
Alfred Nobel nie verheiratet gewesen ist. Richtig
ist aber wohl dagegen, dass Nobel und Mittag-
Leffler eine aufrichtige Feindschaft und Eifer-
sucht in wissenschaftspolitischen Fragen mit
einander verbunden hat.

Mittag-Leffler dagegen in Freundschaft verbun-
den war der kanadische Mathematiker John
Charles Fields (1863-1932), der ein verglichen
mit Alfred Nobel kleines Vermagen gestiftet hat,
aus dem alle vier Jahre die Fields-Medaille verlie-
hen wird. Innerhalb der Mathematik hat diese
Medaille sicher ein dhnliches Ansehen wie der
Nobelpreis in Physik und Chemie, aber neben
der Preissumme von 9 500 US-Dollar ist auch die
Auflenwirkung unvergleichlich geringer.

Seit einigen Jahren ist aber eine Anderung dieser
aus  mathematischer  Sicht  bedauerlichen
Zustinde in Sicht. Zum einen wurden am
24. Juni 2000 in Paris sieben Preise in Héhe von
je einer Million US-Dollar ausgelobt, die bei der
Losung je eines der von einer hochkaritigen Jury
ausgewihlten Milleniumsprobleme vergeben wer-
den. Zum anderen hat die norwegische Regierung
im August 2001 beschlossen, einen in finanzieller
Ausstattung und Vergabemodus dem Nobelpreis
vergleichbaren ,,Abel-Preis® fiir Mathematik zu stif-
ten (www.math.uio.no/abel/english/). Dieser Preis
ist nach einem der bedeutendsten Mathematiker
tiberhaupt, dem Norweger Niels Hendrik Abel
(1802-1829) benannt. Vom Verleger des Buches
,Onkel Petros und die Goldbachsche Vermu-
tung® von Apostolos Doxiadis wurde ein Preis zur

Losung eben dieser Vermutung (jede gerade
natiirliche Zahl grofler als 2 ist Summe zweier
Primzahlen) ausgelobt, und 1999 wurde das
,Eternity Puzzle®, verbunden mit einem Preisgeld
von einer Million Britische Pfund, von zwei
Mathematikern mit Computerhilfe geknacke.
(siche www.eternity-puzzle.co.uk/).

Im Mittelpunkt dieses Beitrags sollen aber nun
die vorher genannten sieben Milleniums-Millio-
nen-Preise stechen und etwas ausfiihrlicher
beschrieben werden.

SIEBEN MILLIONEN-PREISE FUR MATHEMATIK

Landon T. Clay, ein Geschiftsmann und
Multimillionir aus Boston, hat einige Millionen
Dollar gestiftet und damit das Clay Mathematics
Institute (CMI) gegriindet (www.claymath.org/).
Im Leitbild des Instituts lesen wir zu Clays
Beweggriinden, wie Mathematiker kaum zu for-
mulieren gewagt hitten: Mathematik umfasse
die Quintessenz menschlichen Wissens; Mathe-
matik beeinflusse alle Bereiche menschlichen
Strebens; die Entwicklung der Mathematik
heute sei zentral fiir die Welt von Morgen. Aus
diesen sehr hohen und vielleicht etwas patheti-
schen Anspriichen heraus ergibt sich die Aufgabe
des Institutes: Die Entwicklung und Verbrei-
tung der Mathematik zu férdern und richtungs-
weisende Impulse fiir die Forschung des neuen
Jahrhunderts zu geben! Die wohl spektakulirste
Mafinahme: Die Stiftung von sieben Preisen, die
jeweils mit einer Million US-Dollar dotiert sind.
Ein hochkaritiger international besetzter wissen-
schaftlicher Beirat hat sieben Probleme aus der
mathematischen Grundlagenforschung ausge-
wihle,

e die sich seit langem (teilweise weit iiber 100
Jahre) einer Losung widersetzen und

* von deren Behandlung man sich nachhaltige
und fruchtbare Impulse fiir die gesamte Mathe-
matik erhofft.
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Symboltrichtig hat man diese Preise am
24. Juni 2000 im College de France ausgelobt.
100 Jahre zuvor hatte dort David Hilbert auf dem
ICM (International Congress of Mathematicians,
auf dem tibrigens seit 1936 alle vier Jahre die ein-
gangs erwihnte Fields-Medaille verlichen wird)
23 fiir das anbrechende 20. Jahrhundert wegwei-
sende mathematische Fragen zusammengestellt.
Diese zumindest unter Mathematikern enorme
Popularisierung ausgewihlter Probleme durch
den damals vermutlich bedeutendsten Mathema-
tiker hat zu einem groflen Schub an neuen Ent-
wicklungen gefiihrt, selbst wenn die aufgeworfe-
nen Fragen nicht oder zumindest nicht im
urspriinglichen Sinne oder der erhofften Allge-
meinheit beantwortet werden konnten. Eine ihn-
liche oder noch stirkere Wirkung erhofft sich das
Clay Institute nun von den kiirzlich ausgeschrie-
benen Preisen, zumal die Aufgabenstellungen
nicht nur mit dem Ansehen und der Autoritit der
Spitzen-Mathematiker des wissenschaftlichen
Beirats verkniipft werden, sondern ein Preisgeld
in einer Héhe locke, die den Vergleich mit dem
Nobelpreis nicht mehr scheuen muss.

DIE PREISFRAGEN

Fir die vollstindige oder doch zumindest
weitgehende Behandlung der folgenden mathe-
matischen Problemkreise kann man jeweils einen
Preis erringen:

* Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung. Die-
ses Problem ist im Bereich zwischen Zahlen-
theorie und algebraischer Geometrie angesie-
delt. Es geht darum, rationale Lésungen von
Polynomen in mehreren Verinderlichen mit
rationalen Koeffizienten zu studieren. Vermu-
tet wird, dass die Menge der rationalen Lésun-
gen genau dann unendlich ist, wenn eine dem
Problem zugeordnete ”{-Funktion® im Punkte
1 den Wert 0 hat.

 Yang-Mills-Theorien. Diese Preisfrage ist im
Grenzbereich zwischen theoretischer Elemen-
tarteilchenphysik und Mathematik angesiedelt.
Das Ziel besteht darin, eine mathematisch fun-
dierte Theorie zu entwickeln, die die grundle-
genden (starken und schwachen) Wechselwir-
kungen  zwischen den  Atombausteinen
beschreibt und erklirt.

* Hodge-Vermutung. Ein Problem aus der alge-
braischen Geometrie, speziell der Klassifikati-
onstheorie projektiver algebraischer Varietiten.

* Die Riemannsche Vermutung. Es gibt kaum
etwas, das scheinbar so zufillig verteilt ist wie
Primzahlen. Und dennoch herrscht eine myste-
riose Ordnung in diesem scheinbaren Durch-
einander: Die relative Hiufigkeit von Primzah-
len in sehr groflen Zahlbereichen kann man
recht genau angeben. Eine zentrale Rolle
kommt dabei der so genannten Riemannschen-
{-Funktion zu. Die Riemannsche Vermutung
betrifft die Lage der Nullstellen dieser Funk-
tion; trifft diese zu, kénnte man viele Fragen
aus dem Bereich der Primzahlverteilung mit
einer unvergleichlich grofieren Genauigkeit als
bisher beantworten.
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* P = NP? Hier geht es um die Komplexitit algo-
rithmisch (auf Computern) lésbarer Probleme.
Ganz grob gesprochen sind ,P“-Probleme
leicht zu 16sen, wihrend man bei ,NP“-Proble-
men lediglich (?) leicht entscheiden kann, ob
ein vorgelegter Losungsvorschlag das Problem
tatsichlich lost. Die 1971 von Stephen Cook
und Leonid Levin aufgeworfene und zu unter-
suchende Frage lautet, ob alle ,NP“-Probleme
auch schon ,,P“-Probleme sind; die vermutete
Antwort lautet ,,nein®.

* Die Poincaré-Vermutung. Eine Frage aus der
»Topologie®, jener mathematischen Disziplin,
in der diejenigen geometrischen Eigenschaften
von Objekten untersucht werden, die sich bei
stetigen Deformationen nicht 4ndern. Vermu-
tet wird, dass eine bestimmte topologische
Eigenschaft (der ,einfache Zusammenhang")
schon den topologischen Typ (d. h. die geome-
trische Gestalt bis auf , reversible“ Deformatio-
nen) von geschlossenen (d. h. unberandeten)
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (das sind
Verallgemeinerungen von Flichen) festlegt.

* Die Navier-Stokes-Gleichungen. Hier geht es
wieder um die mathematisch fundierte
Behandlung eines Modells aus der klassischen
mathematischen Physik. Obwohl dieses Modell
bereits im 19. Jahrhundert zur Beschreibung
der Stromung ziher Fliissigkeiten (z. B. Was-
ser) formuliert wurde und man in der Tat
schon viel Mathematik hierzu entwickelt hat,
bleiben (die?) fundamentale(n) Fragen aus
mathematischer Sicht immer noch ungeldst.
Auch fiir die Physiker ist diese Situation sehr
beunruhigend, denn damit bleibt auch die
Frage offen, ob dieses Modell wirklich ,richtig®
in dem Sinne ist, dass es alle auf den zu beob-
achtenden Lingen- und Zeitskalen relevanten
Phinomene wiedergibt.

Die Regeln zur Erlangung eines dieser Preise sind
auflerordentlich streng: Grundbedingung ist, dass
die Losungsvorschlige des jeweiligen Problems
umfassend sind und in einem international
renommierten und referierten Fachjournal versf-
fentlicht wurden. Danach miissen die Kandidaten
zwei Jahre abwarten und ihren (neidischen?) Kol-
legen Gelegenheit geben, ihre Arbeiten auf Herz
und Nieren zu priifen. Sollte sich in dieser Zeit
kein ernsthafter Einwand ergeben und die Lésung
vor den Fachkollegen Bestand haben, so kann
schliefflich der wissenschaftliche Beirat des Clay
Mathematics Institute das Preisverleihungsver-
fahren initiieren. Dabei wird insbesondere auch
gepriift, ob bei der Loésung auf wesentliche
Beitrige von Kollegen zuriickgegriffen wurde; in
diesem Fall wird der Preis in angemessener Weise
geteilt.

Wie das Clay Institute ganz selbstbewusst formu-
liert, ist der Weg das Ziel. Es ist beabsichtigt,
neue Entwicklungen in der Mathematik anzu-
stoflen: Mit den vertrauten Techniken wird kei-
nes der Probleme zu l6sen sein, denn dazu
bestand ja seit Jahrzehnten Gelegenheit ...
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Um die Probleme, ihre Wechselwirkungen mit
anderen Disziplinen und die Anstéfe zu neuen
und weitertragenden mathematischen Konzepten
geht es also viel mehr noch als um die Verifika-
tion eines vermuteten mathematischen Lehrsat-
zes. Im Folgenden sollen vier der Preisprobleme
etwas genauer beschrieben werden, fiir die iibri-
gen drei Probleme und Hintergrundinformatio-
nen sei auf die Homepage www.claymath.org ver-
wiesen.

Es ist auffallend, dass simtliche Preisprobleme
der mathematischen Grundlagenforschung zuzu-
rechnen sind, selbst wenn sie der so genannten
angewandten Mathematik entstammen. Ausge-
rechnet ein Geschiftsmann stiftet seine Millionen
fiir Entwicklungen, die sich nicht in unmittelbar
abzusehender Zeit in Patenten und eingeworbe-
nen Industriegeldern niederschlagen werden; ver-
mutlich weil er sich von grundlegenden Untersu-
chungen langfristig mindestens ebensoviel ver-

spricht.

DiE RIEMANNSCHE VERMUTUNG

Die Geheimnisse der Primzahlen sind in einer
einzigen Funktion verborgen? Sogar nur in der
Lage derer Nullstellen? Zumindest zum Teil sicht
es ganz danach aus.

Primzahlen sind diejenigen natiirlichen Zahlen,
die genau zwei verschiedene Teiler haben: 1 und
sich selbst. Also:

2,3,5,7,11,13,17,19, ..., 101, 103, 107, 109,
113,127,131, ..., 3229, 3251, 3253, 3257, 3259, 3271, ...

Schon in diesem relativ kleinen Zahlbereich wer-
den grofle Unregelmifligkeiten deutlich: Nach 21
Nicht-Primzahlen folgt eine Dekade mit der
grofStmoglichen  Anzahl von Primzahlen! Es
scheint vollkommenes Chaos zu herrschen.

Tatsichlich herrscht jedoch eine hohere, geradezu
mysteridse Ordnung. Wir bezeichnen, wie
iiblich, mit 7w(%) die Anzahl der bis zu der natiirli-
chen Zahl 7 aufgetretenen Primzahlen:

n(2) =1,

n(12) = 5,

n(19) = 8,

7t(20 000 000) = 1 270 608, ...

Schon Carl Friedrich Gauf§ hat rein empirisch (!!)
gefunden, dass sich diese Funktion asymptotisch
(d.h. fiir riesige 7 ihnlich) wie n/log(n) oder
etwas genauer wie

Li(n) = Jgk)—lgta’t

verhilg; log ist der natiirliche Logarithmus. Bern-
hard Riemann (1826-1866) hat die Verbindung
mit der nach ihm benannten {-Funktion

w1
(0-35
und ihrer meromorphen Fortsetzung nach
C\{ke Z:Ek<L1}
hergestellt: Das von Gaufl beobachtete Vertei-

lungsgesetz lisst sich mathematisch rigoros bewei-
sen, wenn man zeigen kann, dass diese {-Funk-

tion in der komplexen Halbebene derjenigen
Zahlen, deren Realteil grofler oder gleich 1 ist,
keine Nullstellen hat. Dieser Beweis gelang 1899

de la Vallée-Poussin und Hadamard. Was gibt es
also noch zu tun?

Es scheint so, dass die empirisch beobachtete
Ordnung (und hier leisten moderne Hochleis-
tungsrechner unschitzbare Zuarbeit) sich wesent-
lich genauer als nur durch die Funktion Li(7)
beschreiben liefle. Die Riemannsche Vermutung
besagt, dass alle Nullstellen der {-Funktion auf
der Geraden

{ze C:Rez=1/2}

liegen. (Abbildungen 1 und 2)

+1

Kénnte man diese Vermutung beweisen, erhielte
man daraus direkt eine Fehlerschranke fiir die
Approximation der Primzahlverteilungsfunktion:
In() — Li(n)| < C\'n log 7.

mit einer geeigneten Konstante C. Die Giiltig-
keit dieser Fehlerschranke ist sogar gleichwertig
mit der Richtigkeit der Riemannschen Vermu-
tung. Letzteres hitte nicht nur fiir die Primzahl-
verteilung, sondern fiir die analytische und alge-
braische Zahlentheorie insgesamt enorme Kon-
sequenzen.

P versus NP

Entscheidendes Merkmal fiir die Komplexitit
eines Algorithmus ist dessen Laufzeit (d.h.
Anzahl der durchzufithrenden Schritte bis zu
einer Losung des Problems) in Abhingigkeit von
der Grofle der insgesamt zu verarbeitenden
Datenmenge. Bei jeweils vergleichbaren Einzel-
daten kann man dabei etwa an deren Anzahl den-
ken. Ein Problem heifit vom Typ ,P* (polyno-
mial), wenn man wenigstens ezzen Algorithmus
zur Losung dieses Problems angeben kann, dessen
Laufzeit 7, polynomial von der Gréfle der Daten

MATHEMATIK

Abbildung 1

Die Graphen stellen den
Real- und den Imagindrteil
der L-Funktion auf der Gera-
den Re (z) = 1/2 dar:
Gemeinsame Nullstellen bei-
der Graphen sind Nullstellen
der L-Funktion

Abbildung 2

Die Graphen stellen den
Real- und den Imaginérteil
der {-Funktion auf der Gera-
den Re (z) = 0,6 dar: Schein-
bar hat diie {-Funktion hier
keine Nullstellen
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Abbildung 3 Abbildung 4

Ein Haufen ungeordneter Puzzleteile
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D abhingt, wenn also ein Exponent 7 und eine
Konstante C existieren, so dass

t<C.-Dn

gilt. Auf den Web-Seiten des Clay Instituts findet
man das Beispiel eines Puzzlespiels. Das Problem
»Man lege die Teile auf den Tisch ist ohne Frage
vom Typ P denn dessen Losung erfordert
genau soviele Schritte wie Puzzleteile, so dass man
die Laufzeitabschitzung mit =1 erhile. (Abbil-
dung 3)

Sicher (oder nur scheinbar?) schwerer ist es, die
Puzzleteile in der richtigen Anordnung auf den
Tisch zu legen. Die Entscheidung aber, ob ein
Losungsversuch erfolgreich ist, ldsst sich
ebenso schnell wie das Auspacken des Puzzles
erledigen: Man muss nur jedes Teil ansehen
und priifen, ob es auf zulissige Weise mit sei-
nen (maximal 4) Nachbarn verbunden ist.

(Abbildung 4)

Das Puzzlespiel korrekt zu legen ist also vom Typ
»INP (nichtdeterministisch polynomial) in dem
folgenden stark verkiirzten, aber fiir unsere
Zwecke ausreichend genauen Sinne:

Ein Problem ist vom Typ ,NP*, wenn sich die
Entscheidung, ob ein Losungsvorschlag das Pro-
blem in der Tat I8st, in polynomialer Laufzeit
treffen lisst.

Will man nun ein Puzzle korrekt legen, und
nehmen wir der Ubersichlichkeit halber an, dass
eine weifSe Fliche gepuzzelt werden muss, so wird
man sich ein Startteil herausgreifen, alle anderen
Teile der Reihe nach durchprobieren, ob sie ange-
legt werden kénnen und mit den bereits gelegten
Teilen immer wieder so verfahren. Hat man D
Puzzleteile, so wird man in der Gréflenordnung
D! und damit in etwa DP Schritte bis zur Lésung
des Puzzles benétigen. Ganz klar also: Das Puzzle
ist vom Typ ,NP“ und gleichzeitig nicht vom
Typ P, denn die Laufzeit ist doch DP und fiir
jede feste Zahl 7 und jede noch so grof§ gewihlte
Konstante Cist DP 2 C - D" fiir grofle D!!I? Wo
liegt also das Problem?
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Das fertig zusammengesetzte Puzzle

Das Problem liegt darin, dass man nicht beweisen
kann, dass jeder migliche Algorithmus zum Legen
des Puzzles eine nicht polynomiale Laufzeit hat.
Und da hilft es gar nichts, dass alle bekannten
Algorithmen sich so verhalten. Man muss durch
rein logisches Argumentieren die Existenz eines
Algorithmus mit polynomialer Laufzeit aus-
schlieffen. Und das ist weder fiir das Puzzlespiel
noch fiir irgendein anderes Problem vom Typ
»NP* bisher gelungen.

Der Preis wird verliehen, wenn man entweder die
Hypothese ,P=NP“ beweist oder ein Problem
aus der Klasse ,NP“ angibt, das nicht zu ,P“
gehort.

DIt POINCARE VERMUTUNG

Die Wichtigkeit topologischer Begriffe ist
jedem klar, der z. B. sein Fahrrad an einem Hin-
dernis anketten méchte: Man muss sich die Frage
stellen, ob allein durch stetige Deformation die
Kette von dem Hindernis oder von dem Fahrrad
entfernt werden kann oder ob dieses ohne unste-
tige Deformationen der Kette (Aufbrechen!!)
nicht gelingen wird.

Von einer dhnlichen Kategorie ist der Begriff des
einfachen Zusammenhangs. Man stelle sich eine
geschlossene Fliche vor, wie z. B. die Oberfliche
eines Balles oder eines Fahrradschlauchs. Weiter
stelle man sich vor, dass man auf beliebige Weise
ein Gummiband auf diese Oberfliche bringt.
Egal, wie man dieses anstellt, kann man das Band
bei der Oberfliche des Balles (Abbildung 5) stets
auf einen Punkt zusammenkniulen, ohne das
Gummi zu zerschneiden, wihrend das bei dem
Fahrradschlauch (Abbildung 6) mitunter nicht
geht (man knote ein Band um dessen Quer-
schnitt). Die Oberfliche des Balles ist ,einfach
zusammenhingend®, die des Fahrradschlauches
nicht. Poincaré wusste bereits vor gut 100 Jahren,
dass jede einfach zusammenhingende geschlos-
sene (randlose zweidimensionale) Fliche stetig
(ohne zu zerreiflen) und bijektiv (reversibel) in
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die Oberfliche eines Balles deformiert werden
kann: D. h. bei dieser handelt es sich im Wesent-
lichen um das einzige Beispiel geschlossener ein-
fach zusammenhingender Flichen.

Poincaré hat vermutet, dass eine solche Aussage fiir
hoherdimensionale, mindestens aber drei-dimen-
sionale, Objekte ebenfalls richtdg ist. Um den
Beweis oder die Widerlegung dieser Vermutung
geht es bei diesem Preisproblem. Besonders pikant
wird diese Frage vor allem dadurch, dass man bei
verwandten topologischen Fragen in hoheren
Raumdimensionen schon so manche Uberra-
schung erlebt hat. Es scheint, dass die Unterschiede
zwischen zwei- und dreidimensionaler Geometrie
grofler sind als man sich das gegeniiber seiner
Anschauung vielleicht zugestehen mochte.

DIE NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN

Hier handelt es sich um ein System von Diffe-
rentialgleichungen, das die Sturémung ziher
inkompressibler Fliissigkeiten modelliert. Aus
physikalischer Sicht ist das Modell nicht beson-
ders subtil; neben der mathematischen Formulie-
rung der Inkompressibilitit handelt es sich nur
um das physikalische Grundgesetz ,,Die Kraft ist
proportional zur Beschleunigung bzw. Verzdge-
rung®. Hierbei ist dann lediglich noch der Term
fiir die inneren Reibungskrifte zu modellieren.
Obwohl im Reibungsterm lineare Niherungen
vorgenommen werden und der einzige nicht-
lineare Term der konvektive Anteil der Beschleu-
nigung ist, sind die Navier-Stokes-Gleichungen
aus mathematischer Sicht erst zu einem (vermut-
lich kleinen) Teil verstanden worden. Die Exi-
stenz von klassischen Losungen, die also im ver-
trauten Sinn differenzierbar sind und die Navier-
Stokes-Gleichungen erfiillen, ist bis heute im All-
gemeinen noch offen. Die Mathematiker haben
auf diesen Missstand sehr flexibel reagiert: Jean
Leray, einer der bedeutendsten Mathematiker des

frithen 20. Jahrhunderts, hat ganz wesentlich den
Begriff der ,,schwachen Losung mitgeprigt; diese
erfiillen die Gleichungen in einem verallgemeiner-
ten, einem ,,gemittelten” Sinne, und auch die Dif-
ferenzierbarkeit wird auf andere und weitertra-
gende Beine gestellt. Und in diesem Sinne gelingt
dann auch in der Tat die Konstruktion von ,glo-
balen® Losungen, die also fiir alle Zeiten existie-
ren, wobei aber durchaus fiir sehr kurze Momente
unendliche Betrige der Geschwindigkeit nicht
grundsitzlich ausgeschlossen werden kénnen.
Aber von diesen schwachen Lésungen ist derzeit
weder die Eindeutigkeit bekannt noch, ob es sich
nicht letztlich um klassische (glatte, ,regulire)
Losungen handelt. So hat man also erfolgreich ein
kompliziertes Problem (Existenz globaler klassi-
scher Losungen) durch ein anderes kompliziertes
Problem (Eindeutigkeit und Regularitit der
schwachen Losung) ersetzt. Beide Probleme schei-
nen gleichermaflen schwierig zu sein und stehen
seit der fundamentalen Arbeit von Jean Leray aus
dem Jahre 1934 im Raum; fiir jedes winkt bei
Losung das Preisgeld von einer Million US-
Dollar. Man mag einwenden, dass natiirlich das
Modell eine Lésung hat, weil es die Natur
beschreibt. Genau das Letztere aber ist nicht wirk-
lich klar, und um diese Frage zu bejahen oder
deren Bejahung zumindest fiir sinnvoll und konsi-
stent zu halten, muss das Modell sich bewihren.
Ist das Modell gut und enthile alle relevanten
Informationen, so muss es moglich sein, eben
diese Informationen allein durch logisches
Schlieffen (Methoden der angewandten Mathe-
matik und theoretischen Physik) aus dem Modell
wieder herauszuholen. Und der erste Schritt in
dieser Richtung wire ein umfassender Existenz-
und Eindeutigkeitssatz. Auf Grund der relativen
Einfachheit der Herleitung des Modells sind
Zweifel daran durchaus legitim, dass die Navier-
Stokes-Gleichungen ~ Stromungen in  allen
Geschwindigkeitsbereichen vom ruhigen trigen

Abbildung 5

Ein Gummiband auf der Oberfidche eines Balles kann
stets auf einen Punkt zusammengeknault werden,
ohne das Gummi zu zerschneiden.

Abbildung 6

Ein Gummiband auf der Oberfldche eines Fahrrad-
schlauchs (um den Querschnitt geknotet) kann nicht
immer zu einem Punkt zusammengeknault werden.
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Abbildung 7

Die ruhig und trége dahingleitende Elbe

Abbildung 8
Bildung von Strudeln hinter Brickenpfeilern

Dahingleiten der Elbe bei Magdeburg (Abbil-
dung 7) iiber die Bildung von Strudeln, z. B. hin-
ter Briickenpfeilern (Abbildung 8), bis hin zum
vollkommen turbulenten Herabstiirzen des Was-
sers am Rheinfall (Abbildung 9) korrekt beschrei-

ben.

Die Navier-Stokes-Gleichungen stehen auf dem
Priifstand; und Modellverifikation ist also eine
Haupttriebfeder, sich mit diesen zu beschiftigen.
Eine andere ist wissenschaftliche Neugierde und
die Hoffnung, durch den Zwang, nicht alleine auf
etablierte Methoden bauen zu kénnen, auf neue
und weitertragende analytische Konzepte und
Werkzeuge zu stofSen. Gerade in letzterer Hinsicht
hat sich der Einsatz bisher schon reichlich gelohnt:
Der moderne, oben angesprochene Losungsbegriff
ist inzwischen fundamental in der gesamten Analysis
und hat wirklich grundlegende Losungen bei ande-
ren Problemen iiberhaupt erst erméglicht. Die Wei-
terentwicklung der Analysis in dieser Richtung
anzustoflen, ist sicher der eigentliche Beweggrund
des wissenschaftlichen Beirats, einen Eine-Million-
US-Dollar-Preis fiir die grundlegende Behandlung

der Navier-Stokes-Gleichungen auszuschreiben.

AKTUELLE DURCHBRUCHE

Angeheizt durch das Preisgeld und mehr noch
durch das hohe Prestige kamen immer wieder
Geriichte und Ankiindigungen auf, eines der

Abbildung 9
Turbulent herabstirzendes \Wasser am Rheinfall

Preisprobleme sei geldst oder es sei zumindest ein
grundlegender Durchbruch erzielt worden. In
diesem Sinne sind in letzter Zeit die Riemann-
und die Poincaré-Vermutung in die mathemati-
schen Schlagzeilen gekommen. Die vom Clay
Institute geforderten zwei Jahre hatte aber noch
bislang keiner dieser Losungsvorschlige Bestand.
Bisher wurden immer wieder Liicken entdeckt.

Seit gut einem Jahr aber herrscht Aufregung hin-
sichtlich der Poincaré-Vermutung. Der hochan-
gesehene russische Mathematiker Grigori Perel-
man hat einen Losungsvorschlag vorgelegt, und
Experten schitzen diesen als sehr sorgfiltig und
vielversprechend ein. Es gibt wohl noch einzelne
Kritikpunkte und zu klirende Fragen, aber viel-
leicht wird demnichst tatsichlich die erste Mil-
lion fillig!?

Unabhingig davon, ob Perelman die Poincaré-
Vermutung endgiiltig gelost hat oder nicht,
macht dieses Beipiel eindriicklich deutlich, dass
das Clay Institute eines seiner wichtigsten Ziele
(das wichtigste Ziel?) damit schon erreicht hat:
Die genannten Probleme werden intensiv unter-
sucht, und es entsteht eine unglaubliche Flut von
Ideen, die die Mathematik bereichern und voran-
bringen. In Bereichen und mit Methoden — und
das ist das Faszinierende an der Mathematik —,
die man vorher nicht absehen kann.
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